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1 Zusammenfassung

Die Berechenbarkeitstheorie behandelt die algorithmische Losbarkeit von Problemen. Dabei ist das Turingmaschinen-
Modell heute weitestgehend als realistisches Berechnungsmodell akzeptiert. Die Komplexitatstheorie befasst sich mit
der Komplexitédt berechenbarer Probleme. Dabei werden diese in Komplexitédtsklassen eingeteilt. Die (fiir diese Arbeit)
wichtigsten Klassen sind:

* P : Die Klasse der in polynomieller Zeit von einer deterministischen Turingmaschine entscheidbaren Probleme.

* NP : Die Klasse der in polynomieller Zeit von einer nichtdeterministischen Turingmaschine entscheidbaren Proble-
me.

* PSPACE : Die Klasse der in polynomiellem Platz von einer deterministischen Turingmaschine entscheidbaren Pro-
bleme.

* FP : Die Klasse der Funktionen, die von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit berechnet
werden konnen.

* #P : Die Klasse der Funktionen, die die Anzahl der akzeptierenden Berechnungen einer nicht-deterministischen
polynomialzeitbeschrankten Turingmaschine liefert.

Es gilt P € NP C PSPACE und FP C #P. Von keiner dieser Inklusionen ist die Echtheit bekannt. Man geht aber davon
aus, dass alle Inklusionen echt sind. Die Frage ob P = NP ist eines der wichtigsten ungeldsten Probleme der theoretischen
Informatik. Ob FP = #P ist ein noch stdrkeres Problem, denn aus FP = #P folgt P = NP.

In der klassichen Berechenbarkeits- und Komplexitatstheorie wird die Berechenbarkeit und Komplexitit von diskretwerti-
gen Problemen (wie Probleme iiber den natiirlichen Zahlen, endliche Graphen, etc.) untersucht. Computer werden jedoch
vielfach dazu eingesetzt, numerische Probleme zu 16sen. Dabei handelt es sich meistens um Probleme iiber den reellen
Zahlen. Die berechenbare Analysis beschéftigt sich mit solchen Problemen und bildet somit die theoretische Grundlage
der numerischen Analysis. Es gibt verschiedene Ansétze, den Berechenbarkeitsbegriff auf die reellen Zahlen zu erweitern.
Im Gegensatz zum diskretwertigen Fall gibt es dabei bisher kein allgemein akzeptiertes Berechnungsmodell, sondern ver-
schiedene nicht dquivalente Modelle.

Die so genannte Type-2 Theory of Effectivity (TTE) ist ein solches Modell fiir das Rechnen mit reellen Zahlen. Dabei
wird das Turing-Maschinen Modell erweitert, um Berechnungen mit unendlichen Folgen (z.B unendlichen Binérstrings)
zu ermoéglichen. Jede reelle Zahl x lasst sich als unendliche Folge darstellen, z.B. durch eine Folge rationaler Approxima-
tionen (@, )pey mit |a, — x| < 27" TTE soll ein realistisches Berechnungsmodell sein, d.h. es sollen genau die Funktionen
berechenbar sein, die durch Computer berechnet werden kénnen.

Aufbauend auf diesem Modell wurde das C+ +-Framework iRRAM entwickelt. Die iRRAM stellt Klassen und Funktionen
zum fehlerfreien Rechnen mit reellen Zahlen zur Verfiigung. Der wichtigste Datentyp dabei ist REAL, der fiir eine reel-
le Zahl steht. So kann mit reellwertigen Variablen gerechnet werden, ohne dass sich der Programmierer Gedanken um
Rundungsfehler oder Ahnliches machen muss. Intern wird dabei jede Berechnung approximativ mit endlicher Genauig-
keit durchgefiihrt. Die Genauigkeit wird jedoch in mehreren Iterationen erhoht, so dass eine beliebig exakte Rechnung
durchgefiihrt werden kann.

Ein wichtiges Problem aus der Numerik ist die Integration, also die Berechnung des Wertes fab f(x)dx fir a,b € R.
Numerische Integration, auch Quadratur genannt, findet besonders dann Anwendung, wenn die analytische Berechnung
des Integrals nicht moglich oder sehr schwierig ist. In der Vergangenheit wurden eine Vielzahl von Algorithmen zur Lo-
sung dieses Problems entwickelt. 1984 konnte Harvey Friedman ein wichtiges Resultat zur Komplexitit der Integration
beweisen: in [Fri84] zeigt er, dass die Integration polynomialzeitberechenbarer Funktionen im allgemeinen so schwierig
ist, wie die Komplexitétsklasse #P.

Ziel dieser Arbeit war es, ein eindimensionales Integrationsverfahren fiir berechenbare, Lipschitz-stetige Funktionen in
der iRRAM zu implementieren. Dazu wurden verschiedene numerische Integrationsverfahren betrachtet. Eine wichtige
Anforderung an das Verfahren war es, dass es moglich ist, das Integral bis auf einen angegeben Fehler beliebig exakt
zu berechnen. Deshalb kamen nur Verfahren in Frage, bei denen sich eine obere Schranke an den Fehler bestimmen
lasst. Solche Verfahren erfordern allerdings, wenn sie effizient sein sollen, meist sehr viel Information iiber die Funk-
tion, wie beispielsweise Schranken an sehr hohe Ableitungen. Zwei solcher Verfahren erwiesen sich als geeignet: Die
GaufB3-Quadratur und die Newton-Cotes-Formeln. Beide Verfahren eignen sich hauptséachlich fiir Funktionen, die sehr oft
differenzierbar sind. Die Newton-Cotes-Formeln werden in der numerischen Praxis kaum verwendet, da sie anféllig fiir
Rundungsfehler sind. Der Vorteil der iRRAM ist jedoch, dass Zwischenergebnisse exakt verarbeitet werden kénnen und so-
mit keine Probleme durch Rundungsfehler auftreten. Als Integrationsverfahren wurden deshalb die Newton-Cotes-Regeln
gewdhlt.




2 Einfiihrung in die Berechenbarkeits- und Komplexitadtstheorie

In der Berechenbaren Analysis tauchen an vielen Stellen Konzepte der klassischen Berechenbarkeits- und Komplexitats-
theorie wieder auf. Im Folgenden sollen daher die wichtigsten Resultate vorgestellt werden.

2.1 Turingmaschinen

Zur Formalisierung des Berechenbarkeitsbegriffs betrachtet man so genannte Turing-Maschinen. Die Turing-Maschine
wurde 1936 von Alan M. Turing als allgemeines Berechnungsmodell erdacht, das stark genug sein soll, jedes mogliche
algorithmische Berechnungsverfahren zu realisieren. Eine Turing-Maschine ist ein einfaches Modell fiir einen Rechner.
Sie besteht aus einem beidseitig unendlichen Band, das in Felder eingeteilt ist. Jedes Feld enthélt genau ein Symbol
des so genannten Bandalphabets I, einer endlichen Menge von Symbolen. Die Maschine verfiigt iiber einen Schreib-
Lesekopf, der sich immer iiber genau einem Feld befindet. Zu jedem Zeitpunkt befindet sich die Turingmaschine in einem
von endlich vielen Zustdnden. In einem Berechnungsschritt kann die Maschine das sich unter dem Schreib-Lesekopf
befindende Symbol durch ein eventuell anderes aus dem Alphabet ersetzen und den Kopf um maximal eine Position nach
links oder rechts bewegen. Formal lasst sich eine Turingmaschine folgendermaf3en definieren:

Definition 2.1. Eine Turing-Maschine ist ein 4-Tupel (Q, %, T, ).
Dabei beschreibt

das endliches Eingabealphabet

das endliches Bandalphabet (es gilt 3 € T')

die endliche Zustandsmenge

Die Ubergangsfunktion & : QxT — QxI'x{L,R,N}

0 O 1 M

Weiter entdhlt die Zustandsmenge Q die folgenden ausgezeichneten Zustiande:

qo €Q : der Anfangszustand
qr €Q : der Endzustand

Das Eingabealphabet > enthélt alle Zeichen, aus denen die Eingabe fiir die Maschine bestehen kann.

" entélt zusatzlich noch Zeichen, die von der Maschine auf das Band geschrieben werden konnen, die aber nicht in der
Eingabe vorkommen diirfen.

Meist enthilt I aul’er dem Eingabealphabet X nur ein weiteres Zeichen [J, das fiir ein leeres Feld steht.

Die Ubergangsfunktion & beschreibt, wie die Maschine verfahren soll, wenn sie im Zustand q ist und sich unter ihrem
Schreib-Lese-Kopf das Zeichen x befindet. §(q, x) = (¢’,x’,D) mit D € {L,R, N} beschreibt dabei, dass die Maschine im
néchsten Schritt x mit x’ {iberschreibt, in den Zustand q’ iibergeht und den Kopf ein Feld nach links (L), ein Feld nach
rechts (R) oder nicht (N) bewegt.

In der klassischen Berechenbarkeitstheorie betrachtet man partielle Funktionen f : %* — %* {iber einem endlichen
Alphabet .

Definition 2.2. Sei X ein endliches Alphabet. Eine Turingmaschine berechnet eine Funktion f : %* — ¥* wenn die
Maschine gestartet mit der Bandinschrift x € %* nach endlich vielen Schritten im Zustand q; auf dem ersten Zeichen von
f(x) € &* stehen bleibt.

Weiter ist folgende Definition niitzlich:

Definition 2.3. Sei X ein endliches Alphabet. Eine Menge M C %* heif3t entscheidbar, wenn die charakteristische Funk-
tion

% 1, fallsweM,
X 2 2= 40,1}, (W) = { 0, fallswé¢M

berechenbar ist.




Schreib-Lese-Kopf

x1 x2||x3

Steuerung

Abbildung 2.1: Schematische Darstellung einer Turingmaschine

Die Aussage, dass jede intuitiv berechenbare Funktion mithilfe von Turingmaschinen berechnet werden kann, ist als
Church-Turing-These bekannt. Die These ist nicht beweisbar, da ein Beweis schon eine Formalisierung des intuitiven
Berechenbarkeitsbegriffs benotigen wiirde, der ja durch die Turingmaschine erst gegeben ist. Man geht aber allgemein
davon aus, dass die These wahr ist. In der Literatur finden sich eine Vielzahl von unterschiedlichen Definitionen, die
aber von der Berechnungsstérke alle dquivalent sind. Eine wichtige Abwandlung der gewohnlichen Turing-Maschine sind
Turing-Maschinen mit mehr als einem Band.

Definition 2.4. Sei k € N. Eine k-Band-Turingmaschine ist gegeben durch ein 4-Tupel M = (Q, %, T’, §) wobei Q, = und
I' genau wie bei der (1-Band-) Turingmaschine definiert sind und 6 : Q x I'* — Q x I'* x {L,R,N}*.

Im Gegensatz zu der zuvor definierten Turingmaschine hat eine k-Band-Turingmaschine also k-Bander mit k Schreib-
Lese-Kopfen, die sich unabhingig voneinander bewegen konnen.

Da die Menge aller Turingmaschinen {iber einem festen Alphabet ¥ abzdhlbar ist, die Menge der Funktionen ©* — X*
jedoch iiberabzéhlbar, folgt sofort, dass es auch nicht berechenbare Funktionen geben muss. Das wichtigste Beispiel fiir
eine konkrete nicht berechenbare Funktion ist das Halteproblem. Beim Halteproblem geht es darum, fiir eine Turingma-
schine M und ein Wort w € ©* zu entscheiden, ob die Maschine M bei Eingabe w jemals anhélt, oder unendlich lange
weiterlduft. Es lasst sich zeigen, dass es keine Turingmaschine gibt, die dieses Problem fiir beliebige Turingmaschinen M
und Worter w entscheidet.

2.2 Reduktionen

Angenommen von einem Problem P soll gezeigt werden, dass es unentscheidbar ist. Weil§ man bereits von einem anderen
Problem P’, dass dieses unentscheidbar ist (wie z.B. das Halteproblem), kann man dies benutzen um die Unentscheid-
barkeit von P zu beweisen. Dafiir geniigt es zu zeigen, dass P’ mithilfe von P entschieden werden kann. Man reduziert
also die Losung von P auf P’. Formal:

Definition 2.5. Seien P/, P C %*. P heif’t auf P’ reduzierbar (geschrieben P < P’), wenn es eine totale und berechenbare
Funktion f : 3" — 2* gibt, so dass fiir alle x € * gilt

xEPs f(x)eP.

Satz 2.1. Gilt P < P’ und P ist unentscheidbar, so ist auch P’ unentscheidbar.

2.3 Komplexitatstheorie

Die Komplexitétstheorie beschéftigt sich mit dem Ressourcenbedarf (z.B. Rechenzeit) berechenbarer Probleme. Dazu
definiert man zunéchst Zeit- und Platzkomplexitit fiir Turingmaschinen.

Definition 2.6. Fiir eine Turing-Maschine M beschreibt

timey(w) : Die Anzahl an Kopfbewegungen, die die Maschine bei Eingabe w ausfiihrt, bevor sie anhlt.

spacey(w) : Die Anzahl an Bandzellen, die die Maschine bei Eingabe w besucht, bevor sie anhélt.
Die Zeit- und Platzkomplexitit einer Turing-Maschine M ist nun definiert als

ty(n) = max{timey(w) ||w|=n}

su(n) max{spacey(w) | |w| =n}




Fiir die Platzkomplexitit ist es sinnvoll, den Platz, der fiir die Ein- und Ausgabe benétigt wird, nicht zu betrachten. Dazu
verwendet man spezielle 3-Band-Turingmaschinen, bei denen es ein Eingabe-, ein Ausgabe- und ein Arbeitsband gibt. Von
dem Eingabeband darf nur gelesen und nicht darauf geschrieben werden und auf das Ausgabeband darf nur geschrieben
und nicht davon gelesen werden. Fiir die Platzkomplexitat werden dann nur die benétigten Felder auf dem Arbeitsband
betrachtet.

Damit lasst sich nun die Zeit- und Platzkomplexitdt von Problemen definieren:

Definition 2.7. Sei f : N — N. Dann ist

TIME(f(n)) = {ACX"|es gibt eine Turingmaschine M mit t,,(n) € &(f (n)), die A entscheidet.}
SPACE(f(n)) = {ACX"]| es gibt eine Turingmaschine M mit s,,(n) € @(f (n)), die A entscheidet.}

Neben dem oben eingefiihrten Turingmaschinen-Modell spielt ein weiteres Modell eine wichtige Rolle in der Komplexi-
tatstheorie, die nicht-deterministischen Turingmaschinen. Der Unterschied zwischen deterministischen und nichtdeter-
ministischen Turingmaschinen ist, dass es fiir eine nichtdeterministische Maschine in jedem Schritt mehrere mogliche
néchste Schritte geben kann. Die Kopfbewegung und das Symbol, das an die aktuelle Position geschrieben wird, ist also
nicht durch das aktuelle Zeichen und den aktuellen Zustand eindeutig bestimmt. Formal duffert sich dieser Unterschied
darin, dass statt einer Ubergangsfunktion 6 : Q xI' — Q eine Ubergangsrelation A € Q x I' x Q definiert wird. Die Berech-
nung einer nichtdeterministischen Maschine bei einer Eingabe w ist ein Konfigurations-Baum mit der Startkonfiguration
als Wurzel. Jeder Pfad in dem Konfigurationsbaum beschreibt einen méglichen Berechnungspfad. Eine Menge A € ©*
wird von einer nichtdeterministischen Turingmaschine akzeptiert, wenn es fiir jede Eingabe w € A mindestens einen
Berechnungspfad gibt, der in einem akzeptierenden Zustand endet. Zeit- und Platzkomplexitét fiir nichtdeterministische
Maschinen lassen sich folgendermaf3en definieren:

Definition 2.8. Sei M eine nichtdeterministische Turingmaschine und w € ©* ein Wort. Dann ist

timey(w) : Die maximale Lange jeder Berechnung bei Eingabe w
spacey(w) : Die maximale Anzahl an benutzten Feldern jeder Berechnung bei Eingabe w
und firneN
ty(n) = max{timey(w) ||w|=n}
su(n) = max{spacey(w) | w|=n}

Analog zu der Definition bei deterministischen Maschinen erhélt man:

Definition 2.9. Sei f : N — N eine Funktion. Dann ist

NTIME(f (n)) {A C ©* | es gibt eine nichtdeterministische Turingmaschine M mit t),(n) € @(f (n)), die A akzeptiert.}
NSPACE(f(n)) = {ACX"|es gibt eine nichtdeterministische Turingmaschine M mit s,,(n) € @(f (n)), die A akzeptiert.}

Mithilfe der obigen Definitionen lassen sich entscheidbare Probleme in verschiedene Komplexitatsklassen einordnen. Die
wichtigsten Komplexitétsklassen fiir Entscheidungsprobleme sind:

L := SPACE(log(n))
NL := NSPACE(log(n))
P = | JTIME(n")
keN
NP := | JNTIME(@")
keN
PSPACE := USPACE(nk)
keN
NPSPACE := UNSPACE(nk)
keN

Nach dem Satz von Savitch ist PSPACE = NPSPACE.
Weiter gelten die Inklusionen

LCNLCPCNPCPSPACE

Man vermutet, dass alle Inklusionen echt sind, es ist jedoch lediglich bekannt, dass L # PSPACE. Eine der wichtigsten
ungel6sten Probleme der theoretischen Informatik ist die Frage ob P = NP.




2.4 Vollstandigkeit

Da die Echtheit der obigen Inklusionen nicht bekannt ist, ist die Einordnung von Problemen in Komplexitatsklassen nicht
ausreichend fiir eine Klassifizierung von Problemen nach ihrer “Schwierigkeit”. Stattdessen ist es notig, die Probleme
miteinander in Beziehung zu setzen. Dies geschieht wieder mithilfe von Reduktionen:

Definition 2.10. Eine Menge A ist in polynomieller Zeit auf eine Menge B reduzierbar (geschrieben A <, B), wenn es
eine in polynomieller Zeit berechenbare Funktion f : %* — 3* gibt, so dass fiir alle w € * gilt

weAs f(w)EB

Definition 2.11. Eine Menge A hei3t <,-schwer fiir die Komplexitétsklasse %, wenn fiir jedes B € ¢ gilt B <, A. Eine
Menge A heilst <,-vollstandig fiir die Klasse ¢, wenn A € ¢ und A <p-schwer fiir € ist.

Stephen Cook konnte 1971 zeigen, dass das Erfiillbarkeitsproblem fiir die Aussagenlogik SAT <,-Vollstdndig fiir NP ist.
Bei SAT geht es darum, fiir eine gegebene aussagenlogische Formel & zu entscheiden, ob diese erfiillbar ist. Seitdem
wurden viele weitere Probleme als NP-vollstdndig charakterisiert. Kann fiir eines dieser Probleme nachgewiesen werden,
dass es in P liegt, folgt P = NP. Ebenso gibt es vollstdndige Probleme fiir die Klasse PSPACE. Die polynomielle Reduktion
eignet sich allerdings nur, um Probleme in Komplexitédtsklassen hoher als P zu untersuchen. Fiir Probleme in niedrigeren
Komplexitatsklassen betrachtet man stattdessen <;-Reduktionen, bei denen die Reduktionsfunktion in logarithmischen
Platz berechnet werden kann.

2.5 Orakel-Turingmaschinen

Eine Orakel-Turingmaschine ist eine Turing-Maschine mit einem zusétzlichem Band, dem so genannten Anfrage-Band,
und zwei zusitzlichen Zustanden, dem Frage- und Antwortzustand. Bezeichne M?® die mit dem Orakel & ausgestattete
Turingmaschine M. M? verhilt sich wie eine gewéhnliche Turingmaschine, solange sie nicht im Anfragezustand ist. Geht
die Maschine in den Anfragezustand, wird das Orakel mit dem Text, der sich auf dem Anfrageband befindet als Eingabe
ausgefiihrt. Dieses berechnet ® und ersetzt den Text auf dem Anfrageband durch das Ergebnis der Rechnung. Danach
geht die Maschine in den Antwortzustand iiber. Die Anfrage des Orakels nimmt lediglich einen Rechenschritt in Anspruch.

2.6 Funktions- und Zahlprobleme

In den vorherigen Abschnitten wurde die Komplexitdt von Entscheidungsproblemen untersucht. Betrachtet man statt-
dessen Funktionsprobleme, erhilt man eine duale Hierarchie von Komplexititsklassen. Die beiden wichtigsten Klassen
sind die Klasse FP, der in polynomieller Zeit von einer deterministischen Turingmaschine berechenbaren Funktionen
und die Klasse FPSPACE, der in polynomiellem Platz von einer deterministischen Turingmaschine berechenbaren Funk-
tionen. Eine spezielle Klasse von Funktionsproblemen ist die Klasse #P. Eine Funktion f : ¥* — N ist in #P, wenn es
eine polynomial-zeitbeschrinkte nichtdeterministische Turingmaschine M gibt, so dass fiir alle w € ©* die Anzahl der
akzeptierenden Rechnungen von M bei Eingabe w gleich ®(w) ist. Fine Funktion aus #P berechnet also die Anzahl
der Losungen fiir ein Entscheidungsproblem aus NP. Beispielsweise beschreibt #SAT das Problem, zu einer gegebenen
aussagenlogischen Formel & die Anzahl der erfiillenden Belegungen zu bestimmen. Ein #P-Problem ist mindestens so
schwer losbar wie das zugehorige N P-Problem, denn kann man die Anzahl der Losungen zédhlen, kann man natiirlich
auch einfach bestimmen, ob es eine Losung gibt.

Fiir die oben genannten Klassen gilt

FP C #P C FPSPACE.

Auch hier ist nicht bekannt, welche der Inklusionen echt ist. Die Frage ob #P = FP ist sogar in gewissem Sinne starker,
als die Frage ob P = NP, denn es gilt

Satz 2.2. Ist #P = FP, soist P =NP.

Beweis. Ist #P = FP, so ist insbesondere #SAT € FP, d.h. fiir eine gegebene aussagenlogische Formel kann die Anzahl
der erfiillenden Belegungen in polynomieller Zeit berechnet werden. Dann kann auch in polynomieller Zeit berechnet
werden, ob es so eine Belegung gibt, also ist SAT € P und damit P = NP. |




3 Berechenbare Analysis

3.1 Berechenbarkeit reeller Zahlen

Im vorigen Kapitel wurde die Berechenbarkeit und Komplexitit von Funktionen ~* — ©* behandelt. Zur Untersuchung
anderer Mengen und Strukturen (z.B. endliche Graphen, aussagenlogische Formeln) kodiert man diese zunachst durch
(endliche) Worter aus %*. Dazu ordnet man jedem Element der Menge einen eindeutigen Code oder Namen aus %*
zu. Dieses Vorgehen ist jedoch nur fiir abzdhlbare Mengen moglich, ist also bei der Erweiterung der Definitionen auf
reelle Zahlen nicht hilfreich. Stattdessen lasst sich eine reelle Zahl jedoch darstellen als eine unendliche Folge, z.B.
durch ihre Bindr- oder Dezimaldarstellung. Man kann einer reellen Zahl also einen unendlich langen Namen zuordnen.
Es gibt verschiedene Darstellungsmoglichkeiten von reellen Zahlen als unendliche Folgen, aus denen sich mehr oder
weniger sinnvolle Definitionen fiir die Berechenbarkeit von reellen Zahlen ergeben. Eine sinnvolle Definition erhilt man
beispielsweise durch eines der folgenden dquivalenten Kriterien:

* Es gibt eine Turingmaschine, die ohne Eingabe und ohne jemals zu stoppen x in Bindrdarstellung ausgibt.
* Es gibt eine berechenbare Folge rationaler Zahlen, die schnell gegen x konvergiert, d.h. Vi € N |x — q;| < 27,

* Es gibt eine berechenbare Folge von rationalen schrumpfenden Intervallen, d.h. es existieren berechenbare ratio-
nale Folgen a, und b, mita; <a; <...<x<...<b, <...<b,.

* {geQ|g<x}und {q € Q| q > x} sind semi-entscheidbare Teilmengen der rationalen Zahlen.

* Es gibt ein z € Z und eine entscheidbare Menge A C N, so dass x = z + x, mit x, := », 271
icA

Im Folgenden heil3t eine reelle Zahl berechenbar, wenn sie diese Kriterien erfiillt.

Beispiel 3.1. /2 ist berechenbar. Um dies zu zeigen, betrachtet man die Funktion f : N — N, f(n) := min{k € N|k? <
2n? < (k +1)?}. f ist berechenbar. Damit sind die Endpunkte der Intervalle J, := [1;2] und J,, := [%, @] bere-
chenbare. Es gilt V2 € J,, fiir alle n und J, € J, € J, C ..., also ist 2 nach obiger Definition berechenbar.

Die Menge der berechenbaren reellen Zahlen ist abzdhlbar. Damit sind fast alle reellen Zahlen nicht berechenbar. Eine
nicht berechenbare reelle Zahl lasst sich leicht unter Ausnutzung der Erkenntnisse aus der diskreten Berechenbarkeits-
theorie konstruieren:

Beispiel 3.2. Sei M C N eine nicht entscheidbare Teilmenge der natiirlichen Zahlen. Dann ist die reelle Zahl

X = 22’"

neM

nicht berechenbar.

3.2 Berechenbarkeit reeller Funktionen

Die so genannte Type-2 Theory of Effectivity (TTE) ist eine Erweiterung der klassischen Berechenbarkeits- und Kom-
plexititstheorie auf Berechnungen mit reellen Zahlen. In TTE betrachtet man spezielle Turingmaschinen, genannt Typ-2
Turingmaschinen, die unendliche Folgen verarbeiten kdnnen:

Definition 3.1. Sei X ein endliches Alphabet. ©* bezeichne die endlichen und ©® die unendlichen Folgen iiber .
Eine Typ-2 Turingmaschine iiber dem Alphabet X ist eine Mehrband-Turingmaschine mit k Eingabebéndern, einer endli-
chen Zahl an Arbeitsbandern und einem Ausgabeband. Zusétzlich gibt es fiir die Eingabebédnder eine Typ-Spezifizierung
(Yq,...,Y,Y,), ¥; € {&,£“}. Von dem Eingabeband darf nur gelesen, auf dem Ausgabeband nur geschrieben werden.
Zusétzlich darf der Kopf auf diesen Bandern nicht nach links bewegt werden.

Mithilfe von Typ-2 Maschinen lasst sich der Berechenbarkeitsbegriff auf Funktionen f : ¥; X ... X Y, — Y, erweitern:




Definition 3.2. Eine Typ-2 Maschine wird mit Eingabe (y,...,¥;) € Y7 X ... X Y} gestartet, wenn sich fiir jedes Einga-
beband i die Folge y; € Y; ein Feld rechts vom Lesekopf befindet und sich in allen anderen Feldern das Leersymbol O
befindet.

Fiir Yy = Z* gilt f,,(y1,--.,Yx) := Y, flir ein y, € =¥, genau dann wenn M bei Eingabe (y;, ..., y;) anhélt und sich y, auf
dem Ausgabeband befindet.

Fiir Y, = ¢ gilt fi,(y1,...,Y%) := Y, fiir ein y; € 21, genau dann wenn M bei Eingabe (y, ..., y;) niemals anhalt und
¥, auf das Ausgabeband schreibt.

Eine Funktion f : Y X ... X Y, — Y|, hei3t berechenbar, wenn es eine Typ-2 Maschine M mit f,, = f gibt.

Beispiel 3.3. Die Multiplikation f : R? — R ist berechenbar. Eine 2-Band Typ-2 Maschine, die bei Eingabe von zwei
Folgen von Intervallen (I, I;,...) und (Jy,J;,...) ein Intervall (I, - Jo,I; - J;,...) berechnet, muss lediglich die rationalen
Endpunkte multiplizieren.

Die obige Definition fithrt zu folgender Verallgemeinerung der Church-Turing-These:

Eine Funktion f :Y; X ... X Y} — Y, kann von einem physikalischen Gerit berechnet werden, genau dann wenn sie von
einer Typ-2 Maschine berechnet werden kann.

Allerdings ist diese im Gegensatz zur urspriinglichen Church-Turing-These nicht allgemein akzeptiert, da es bisher keine
einheitliche Theorie in der berechenbaren Analysis gibt.

Die Berechenbarkeit von Funktionen R — R ldsst sich auch mit Orakel-Turingmaschinen definieren. Eine gewohnli-
che Turingmaschine kann in endlicher Zeit jedoch nur endlich viele Symbole lesen und schreiben. Es ist also nicht
moglich, den Wert f(x) fiir eine Funktion f : R — R exakt zu bestimmen. Man begntigt sich deshalb damit, eine
beliebig genaue Approximation fiir f (x) finden zu kdnnen. Auch ist es nicht moglich, die reelle Zahl x exakt einzulesen.
Allerdings kann eine Maschine beliebig genaue Approximationen fiir x einlesen. Dies fiihrt zu folgender Definition:

Definition 3.3. Eine Funktion f : R — R heil3t berechenbar, wenn es eine Orakel-Turingmaschine gibt, die bei Eingabe
k € N fiir alle x € R eine rationale Zahl q mit |q — f (x)| < 27 ausgibt. Dazu kann sie das Orakel nach beliebig genauen
rationalen Approximationen fiir x befragen, d.h. das Orakel liefert fiir jedes i € N eine rationale Zahl d mit |d —x| < 27".

Eine wichtige Eigenschaft berechenbarer reeller Funktionen ist, dass sie berechenbare reelle Zahlen auf berechenbare
reelle Zahlen abbilden. Aufferdem sind sie abgeschlossen unter Komposition. Allerdings zeigt der folgende Satz, dass
sehr viele wichtige Funktionen nicht berechenbar sind:

Satz 3.1. Jede berechenbare reelle Funktion ist stetig.
Beweis. siehe [Wei0O0] O

Damit sind schon sehr einfache Funktionen wie die Signumfunktion oder Treppenfunktionen nicht berechenbar.

3.3 Komplexitat reeller Zahlen und Funktionen

In der diskreten Komplexititstheorie wird die Zeitkomplexitdt gemessen als Funktion der Eingabeldnge. Allerdings ist
bei reellwertigen Problemen die Eingabe eine reelle Zahl, also unendlich lang. Um Komplexitét reeller Zahlen und Funk-
tionen zu definieren, wird das Orakel-Turingmaschinen-Modell verwendet. Statt Typ-2 Maschinen betrachtet man also
gewohnliche Turing-Maschinen, die beliebig genaue Approximationen von reellen Zahlen berechnen. Die Komplexitat
einer solchen approximativen Berechnung hingt maf3geblich von der geforderten Ausgabegenauigkeit ab. Damit erhalt
man folgende Definition der Komplexitét von reellen Zahlen in Abhéngigkeit von der Ausgabegenauigkeit:

Definition 3.4. Eine reelle Zahl x ist berechenbar in Zeit O(t), wenn es eine Konstante ¢ und eine Turing-Maschine gibt,
die fiir jedes n € N (gegeben in Binédrdarstellung) in c - t(n) 4 ¢ Schritten die Bindrdarstellung einer dyadisch rationalen
Zahl d mit |x — d| < 27" berechnet.

Beispiel 3.4. 7 ist in polynomieller Zeit berechenbar. Zur Berechnung kann die Bailey-Borwein-Plouffe-Formel

= 1 4 2 1 1
n=y — - ~ —
416" \8k+1 8k+4 8k+5 8k+6
verwendet werden. Der Fehler bei Berechnung der ersten n Terme der Summe ist kleiner gleich 167", also geniigt es
diese zu berechnen. Die Summanden kénnen in polynomieller Zeit berechnet werden, da Division, Multiplikation und
Addition von Ganzzahlen in polynomieller Zeit berechnet werden kénnen.




Fiir die Komplexitit reeller Funktionen werden nur Funktionen, deren Definitionsbereich ein kompaktes Intervall ist,
betrachtet. Ohne diese Einschrédnkung lésst sich die Komplexitit nicht sinnvoll als Funktion der Ausgabegenauigkeit
angeben, da fiir beliebig grofie Eingaben auch beliebig viel Zeit nétig sein kann, um die Stellen vor dem Binarpunkt
einzulesen.

Definition 3.5. Sei f : K — R mit K C R kompakt. f ist berechenbar in Zeit O(t), wenn es eine Konstante ¢ und eine
Orakel-Turingmaschine gibt, die f nach Definition 3.3 berechnet und nach maximal ¢ - t(n) + ¢ Schritten anhélt.

Beispiel 3.5. Die Funktion f : [0,1] — R, f(x) = e* ist in polynomieller Zeit berechenbar. Dazu betrachtet man die
Reihenentwicklung

K

ﬁ.

o0
er =
k=0

Um eine Approximation mit Fehler kleiner 27" zu berechnen, geniigen die ersten n Terme der Reihe. Dafiir miissen &(n)
Additionen und @(n?) Multiplikationen durchgefiihrt werden. Das Ergebnis hat die gewiinschte Genauigkeit, wenn x
mit Fehler kleiner 273" approximiert wird. Die Operationen miissen also auf dyadisch rationalen Zahlen der Linge &(n)
durchgefiihrt werden. Damit ist die Komplexitit insgesamt @(n*).

3.4 Berechenbarkeit und Komplexitat der Integration

Satz 3.2. Sei f : [0,1] — R eine berechenbare Funktion, dann ist die Funktion g : [0,1] — R, g(x) = foxf(t) dt fiir alle
€ [0, 1] berechenbar.

In [Ko91] wird die Aussage sogar fiir die groRere Klasse der beschrdnkten und rekursiv approximierbaren Funktionen
gezeigt.

Bei Komplexitdtsuntersuchungen von reellwertigen Problemen trifft man erstaunlicherweise haufig wieder die Komple-
xitdtsklassen der diskreten Komplexititstheorie an.

Fiir die Integration gilt insbesondere:

Satz 3.3. Die folgenden beiden Aussagen sind dquivalent
1. FP=#P

2. Fiir jede polynomial-zeitberechenbare Funktion f : [0,1] — R ist die Integralfunktion g : [0,1] — R, g(x) :=
fox f(t)dt in polynomieller Zeit berechenbar fiir alle x € [0, 1]

Beweis. Siehe [Fri84] O

Also kann sogar schon die Integration von polynomialzeitberechenbaren Funktionen schwierig sein. Fiir analytische
Funktionen gilt jedoch nach [Ko91]

Satz 3.4. Sei f : [0,1] — R polynomialzeitberechenbar und analytisch. Dann ist die Funktion g : [0,1] — R, g(x) :=
f (;( f(t)dt polynomialzeitberechenbar.




4 Die iRRAM

Die iRRAM (interactive Real-RAM) ist ein von Norbert Miiller! entwickeltes C++ Framework fiir exakte reelle Arith-
metik. Die iRRAM basiert auf dem Konzept der Real Ram ([BH98]). iRRAM Programme werden in gewohnlichem C++
geschrieben, das durch das Framework um den Datentyp REAL erweitert wird. Dieser erméglicht das fehlerfreie Rechnen
mit reellen Zahlen.

Im Folgenden wird kurz auf das zugrunde liegende Modell eingegangen und die wichtigsten Funktionen der iRRAM
vorgestellt. Eine ausfiihrliche Beschreibung findet sich in [M01].

4.1 Darstellung reeller Zahlen

Die iRRAM soll die Implementation einer imperativen Programmiersprache fiir reelle Zahlen sein. Aufgrund der Uberab-
zdhlbarkeit der reellen Zahlen kann natiirlich kein Modell implementiert werden, das direkt mit reellen Zahlen rechnet.
Stattdessen wird die Berechnung unter Verwendung von abzédhlbaren Strukturen simuliert. Dazu muss eine geeignete
Représentation fiir die reellwertigen Teile eines Programms verwendet werden. Die iRRAM benutzt Intervallarithmetik,
d.h. eine reelle Zahl x wird dargestellt durch eine Folge von Intervallen

J= ((109 ro): (119 rl): (129 rZ)a . )

mit liml; = supl; = infr; = x und [;,r; € Q. x wird also als eine Folge von schrumpfenden Intervallen mit rationalen
Endpunkten dargestellt, die x enthalten.

In der Implementierung dieses Modells wird eine reelle Zahl dargestellt als ein einziges Intervall I = (d — e, d + e) mit
x € I. Dieses kann im Laufe der Programmausfiihrung kleiner werden, wenn eine héhere Genauigkeit erforderlich ist.
Eine reelle Zahl wird also dargestellt durch ein Paar (d,e). d wird als multiple precision number (also beliebig exakte
Gleitkommazahlen) gespeichert. Die Fehlerschranke e besteht aus zwei Variablen p und z vom Typ | ong mit e = z - 2P,

4.2 Genauigkeitssteuerung

Fiir jede Operation ¢ = aob auf Variablen a, b vom Typ REAL muss eine geeignete Intervallreprasentation fiir das Ergebnis
c=(d. —e.,d. +e.) berechnet werden. Die Genauigkeit, mit der die multiple precision number d, berechnet wird, hangt
dabei im Wesentlichen von den Fehlern in a und b ab. Sind diese allerdings sehr klein, ist es nicht immer wiinschenswert,
die Genauigkeit von d, allein davon abhingig zu machen. So konnten einfache Operationen wie die Division dazu fiihren,
dass das Ergebnis sehr viel exakter berechnet wird, als benétigt und deshalb Rechnungen sehr lange dauern. Um dies
zu verhindern, gibt es in der iRRAM eine Genauigkeitsschranke p. d, wird maximal mit Genauigkeit 2° berechnet. Wird
eine hohere Genauigkeit benotigt (z.B. weil sich der Approximationsfehler so sehr verstérkt hat, dass Ergebnisse nicht
mehr die gewiinschte Fehlerschranke erfiillen konnen), muss diese Genauigkeitsschranke angepasst werden. Die iRRAM
startet dann die komplette Berechnung neu mit einer kleineren Genauigkeitsschranke p. Rechnungen werden also nicht
in einem Schritt ausgefiihrt, sondern die Genauigkeit iterativ verbessert, bis das Ergebnis ausreichend exakt ausgegeben
werden kann. Es gibt somit eine unendliche Folge von schrumpfenden Genauigkeitsschranken p; > p, > ps.. ..

Diese lassen sich berechnen durch p; = p,+ g - ’;%11 Die voreingestellten Werte fiir diese Parameter sind p, = g = —50

und f = 1.25.

Ist bekannt, dass ein Programm eine sehr hohe Genauigkeit erfordern wird, ist es sinnvoll, diese Parameter anders zu
wahlen, um unnétige Iterationen zu vermeiden. Dazu konnen beim Start eines Programms folgende Parameter angegeben
werden:

e --prec_init=d: Setzt die Anfangsgenauigkeit p, auf d.

e --prec_start=n: Setzt die Genauigkeisstufe, mit der das Programm gestartet wird, auf n.
e --prec_inc=n: Setzt g auf n.

e --prec_factor=x: Setzt den Faktor f auf x.

* --prec_ski p=n: Setzt den Wert, wie viele Schritte bei einer neuen Iteration iibersprungen werden auf n.

Durch die Nutzung dieser Parameter kann die Programmausfiihrung erheblich beschleunigt werden. Die Startgenauig-
keit sollte allerdings auch nicht zu hoch gewéhlt werden, da sehr genaue Rechnungen natiirlich auch mehr Rechenzeit
bendtigen.

1 http://www.uni-trier.de/index.php?id=3571




4.3 Mehrwertigkeit in der iRRAM

Vergleicht man in der iRRAM zwei reelle Zahlen mittels <, versucht diese die Intervalle fiir beide solange zu verkleinern,
bis diese sich nicht mehr {iberlappen. Sind beide Zahlen gleich, ist das nie der Fall, so dass das Programm niemals ter-
minieren kann. Wie im ersten Kapitel beschrieben, miissen berechenbare Funktionen stetig sein. Dadurch kénnen sehr
viele Funktionen nicht direkt in die iRRAM iibernommen werden. Um dennoch solche Funktionen verwenden zu konnen,
gibt es mehrwertige Funktionen. Eine mehrwertige Funktion F ist definiert als eine Funktion F : R — 2%, die fiir x € R
eine Menge von moglichen Ergebnissen liefert. Die Funktion F fiir ein x € R berechnen heif3t nun, dass das Ergebnis der
Rechnung ein Element der Menge F(x) ist. Die intuitive Bedeutung ist, dass eine mehrwertige Funktion mehrere zulis-
sige Ergebnisse hat und die Maschine eines davon auswéhlen kann. In der iRRAM werden solche Funktionen genau wie
gewohnliche Funktionen behandelt, mit dem Unterschied, dass fiir den selben Eingabewert x an verschiedenen Stellen
im Programm unterschiedliche Werte fiir F(x) moglich sind. Die iRRAM wiahlt bei der Berechnung einen méglichen Wert
der Menge aus. Fiir den Benutzer ist diese Wahl nicht sichtbar, die Berechnung erscheint also nicht-deterministisch. So
waére es aber auch moglich, dass eine Berechnung mit hoherer Genauigkeit neu gestartet wird und einen vollig ande-
ren Berechnungspfad durchlauft. Somit wére das Verhalten in unterschiedlichen Iteration vo6llig verschieden, wodurch
der Programmfluss gestort werden kann. Um dies zu verhindern, werden in der iRRAM die Ergebnisse mehrwertiger
Funktionsauswertungen im so genannten multi-value cache zwischengespeichert und bei einer neuen Iteration wieder
ausgelesen. Da dies speicheraufwendig ist, sollten mehrwertige Funktionen nicht zu hdufig verwendet werden.

Zur Konstruktion mehrwertiger Operationen gibt es in der iRRAM den Datentyp LAZY _BOOLEAN, der neben den beiden
iiblichen Booleschen Werten O und 1 einen dritten Wert | annehmen kann. | hat dabei die intuitive Bedeutung, dass die
momentane Genauigkeit nicht ausreicht, um die Aussage zu tiberpriifen. Bei der Umwandlung von LAZY_BOOLEAN in
bool , veranlasst L die iRRAM zur Reiteration. Die Berechnung wird also solange mit héherer Genauigkeit neu gestartet,
bis der Ausdruck zu O oder 1 ausgewertet kann (oder lauft endlos, falls dies nie der Fall ist). Die logischen Operatoren
werden somit folgendermafen auf LAZY_BOOLEAN erweitert:

allb|0]|1]|1L a&&b |0 1| L la

0 ol1]L 0 olofo 0|1
1 111 1 ol1]L 1[0
1 1111 1 o] L™ 1L

Weiter gibt es die Funktion

i nt choose(const LAZY BOOLEAN& x1,
const LAZY BOCOLEAN& x2,
const LAZY BOOLEAN& x3,
const LAZY BOOLEAN& x4,
const LAZY BOOLEAN& x5,
const LAZY BOOLEAN& x6),

die bis zu 6 LAZY_BOCLEANSs als Eingabeparameter erhélt. Wird einer dieser Eingabeparameter zu 1 ausgewertet, lie-
fert sie den Index dieses Parameters (also eine Zahl zwischen 1 und 6). Werden alle Eingabeparameter zu 0 ausgewertet,
liefert sie 0. Die Genauigkeit wird so lange erhoht, bis einer dieser Fille eintritt. Wahlt man die Eingaben also so, dass
bei geniigend hoher Genauigkeit mindestens eine der Bedingungen zu wahr ausgewertet wird, erhélt man immer ein
Ergebnis. Damit konnen sehr einfach mehrwertige Funktionen definiert werden.

So kann beispielsweise die Funktion

true, falls [x — y| < 2K2
equals(x,y,k)={ true oder false, falls 2k > |x — y| > 2k=2
false, falls |x — y| > 2%,

die die Gleichheit von zwei Eingabeparametern x und y bis auf eine vorgegebene Fehlerschranke bestimmt, folgender-
mallen implementiert werden:

bool equal s(REAL x, REAL y, long k){
return (choose(abs(x-y) < power(2, -k), abs(x-y) > power(2, -k-2)) == 1);
}
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Die beiden Bedingungen sind so gewahlt, dass bei ausreichend genauer Berechnung von |x — y| sicher eine Bedingung zu
1 ausgewertet werden kann. Ist |x — y| so, dass beide Fille eintreten, kommt es darauf an, wie die Intervallreprisentation
der Zahl |x — y| aussieht und welcher Fall zuerst entschieden werden kann. Da der Benutzer fiir gewohnlich die interne
Darstellung der Zahl nicht sieht, scheint zuféllig eines der beiden Ergebnisse ausgewahlt zu werden. Im Hintergrund ist
die Berechnung aber natiirlich deterministisch.

Mehrwertige Funktionen werden auch zur Umwandlung von reellen Zahlen in andere Datentypen bendtigt. So gibt es
die mehrwertige Funktion DYADI C appr ox(const REAL& x, const | ong p), die zu einer gegebenen Zahl
x vom Typ REAL eine dyadische Approximation d mit |x — d| < 27? liefert.

4.4 Klassen und Funktionen der iRRAM

Im folgenden werden die wichtigsten Klassen und Funktionen der iRRAM vorgestellt. Dabei werden hauptsachlich die fiir
die Implementierung des Integrals benutzten Funktionalitdten vorgestellt. Die Aufzdhlung ist also keineswegs vollstandig,
sondern bietet nur einen groben Uberblick iiber die Moglichkeiten der iRRAM.

* Rechnen mit diskretwertigen Datentypen: der Datentyp DYADI C erméglicht das Rechnen mit beliebig exakten
Gleitkommazahlen (multiple precision arithmetic). Die iiblichen arithmetischen Operatoren kénnen verwendet
werden. Es gibt auerdem den Datentyp | NTEGER fiir das Rechnen mit beliebig groRen Ganzzahlen und den
Datentyp RATI ONAL zum Rechnen mit Briichen.

* Rechnen mit reellen Zahlen: Der Datentyp fiir das exakte Rechnen mit reellen Zahlen ist REAL. Fiir diesen
stehen verschiedene Konstruktoren zur Verfligung, die aus Variablen vom Typ i nt, | ong, char x, doubl e,
DYADI C oder REAL ein Objekt vom Typ REAL erstellen. Die iiblichen arithmetischen Operationen +, x, —, =+
stehen fiir REAL zur Verfiigung und kénnen, da die Operatoren +, -, *, /[ {iberladen sind, auf natiirliche Weise
verwendet werden. AulRerdem gibt es Funktionen wie abs( x) , power ( X, n), r oot ( x, n), nodul o(x, y),
maxi mum( X, y), m ni mum( X, y), exp(x), | og(x) sowie trigonometrische und Hyperbelfunktionen (und
deren Inverse). Weiter sind Vergleiche mittels den Operatoren <, <=, >, >= mdglich, fiihren jedoch bei Gleichheit
zu einer Endlosschleife. Die Konstanten 7, e und [n(2) sind als Funktionen pi (), eul er (), | n2() implemen-
tiert.

* Rechnen mit Matrizen: Neben dem Datentyp REAL fiir das exakte Rechnen mit reellen Zahlen, stellt die iRRAM
den Datentyp REALMATRI X fiir das exakte Rechnen mit Matrizen mit reellen Eintrdgen zur Verfiigung. Eine
REALMATRI X wird mittels des Konstruktors

REALMATRI X: : REALMATRI X(unsi gned int rows, unsigned int colums)

erstellt. Auf einen Eintrag i, j einer Matrix m kann mittels m(i , j ) zugegriffen werden. Die Operatoren +, —, *
sind {iberladen und ermoglichen die {iblichen Matrixoperationen Addition, Subtraktion und Multiplikation, sowie
Multiplikation und Division mit Skalaren durch mx x und n x.

Auflerdem ist es moglich, ein lineares Gleichungssystem M - x = b durch die Operation

REALMATRI X sol ve
( REALMATRI X& | si de,
REALMATRI X& r si de,
i nt use_pivot)

mittels des Gauf3-Algorithmus zu 16sen, wobei der letzte Parameter angibt, ob Spalten-Pivotisierung benutzt wer-
den soll. Fiir sol ve(M b, 1) kann auch die Abkiirzung b/ Mverwendet werden.

Speziell fiir diinnbesetzte Matrizen gibt es zusétzlich den Datentyp SPARSEREALMATRI X, der die gleichen Funk-
tionen zur Verfligung stellt, aber fiir solche Matrizen optimiert ist.
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5 Numerische Quadratur

In der Numerischen Mathematik wurden verschiedene Verfahren entwickelt, um Integrale von reellwertigen Funktionen
zu approximieren. Diese Verfahren bezeichnet man als numerische Quadraturverfahren. Eine n-Punkt Quadraturformel
ist eine Summe von gewichteten Funktionswerten

Qu(F) =D wif (x))
i=0

mit von der Funktion unabhingigen Stiitzstellen x,, ... x, und Gewichten wy,...,w,.

5.1 Riemann-Summen

Ein einfaches Quadraturverfahren erhélt man schon direkt aus der Definition des Integrals durch Riemann-Summen:
Sei f : [a,b] — R. Fiir eine Unterteilung a = x; < x, < ... < Xx,.; = b des Intervalls [a, b] und fiir eine beliebige Wahl
von Punkten &; € [x;,x;;1], i =1,...,n heil’t die Summe

R, := ;(xm —x)f (E)

Riemann-Summe fiir die Funktion f. f heit Riemann-Integrierbar auf [a, b], wenn es eine Zahl V € R gibt, so dass
jede Riemann-Summe R fiir f gegen V konvergiert, wenn die Feinheit der Unterteilung u = max{x, —xq,..., Xpp1 — X}
gegen 0 geht. Man schreibt dann fab f(x)dx=V.
Das wohl naheliegenste Verfahren zur numerischen Integration ist somit die Konstruktion einfacher Riemann-Summen.
Man erhélt beispielsweise eine konvergente Folge von Riemann-Summen durch Teilen des Integrationsintervalls in n
Teilintervalle gleicher Lange

b—a

x;:=a+ih, i=1,...,n, mith:=
n

und Wahl der Zwischenstellen &; = x;. Damit erhdlt man die Quadraturformeln

n n—1
Ro(f):= D 06— xi)f () =h ) f(x)
i=1 i=0

R, (f) ist eine Riemann-Summe fiir f, also folgt unmittelbar, dass fiir jede Riemann-integrierbare Funktion gilt

b
lim R,(f) = f fG0dx.

Neben der Konvergenz spielt aber auch die Effizienz der Formel eine wichtige Rolle. Der entscheidende Faktor ist dabei
die Anzahl der Funktionsauswertungen, die benotigt werden, um eine bestimmte vorgegebene Genauigkeit zu erreichen.
Dazu ist es notig, den absoluten Integrationsfehler zu kennen.

Satz 5.1. Fiir stetige Funktionen f € C[a, b] gilt

b
|Rn(f)_j f)dx|<(b—a)-W

mit
b—a

W = max{|f (x1) — f(x)l|x1, %5 € [a, b], |x; — x5] <
Beweis. Siehe [Kii94] O

Man sieht, dass das Verfahren nicht besonders effizient ist. Beispielsweise benotigt man schon mehr als 5000 Funktions-
1
auswertungen, um das Integral fo x dx mit einem Fehler kleiner 10™* zu berechnen.
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5.2 Quadratur durch Interpolation

Ein Standardverfahren zur Approximation von Integralen besteht darin, die zu integrierende Funktion durch ein Polynom

b
festen Grades anzunédhern und dieses zu integrieren. Um das Integral fa f(x)dx zu approximieren, werden dazu n + 1
Punkte x,..., X, € [a,b] gewédhlt und die Funktion durch das Lagrange-Polynom n-ter Ordnung

L(x) = Y L(edf ()
k=0

X —X;
Li(x)= !
l;)[ Xi = Xj
i#k
interpoliert.
Sei R(x) der Fehlerterm der Interpolation, dann gilt also f(x) = L(x) + R(x). Daraus ergibt sich die Formel

b b n b
f f(x)dxzf L(x)+R(x)dx=(b—a)Zf(xk)wk+J R(x)dx

k=0

mit den Gewichten w;, = ﬁ fab L (x)dx.

Die Gewichte ergeben sich dabei jeweils durch Integration von Polynomen, kdnnen also einfach durch die Berechnung
einer Stammfunktion gefunden werden.

Ein weiterer Weg zur Bestimmung der Stiitzstellen, ist zu fordern, dass die Quadraturformel auf [a, b] Polynome bis zu
einem gewissen Grad M > n exakt integrieren soll.

Durch Einsetzen der Monome 1, x,x2,...,x™ erhilt man das Gleichungssystem

bm+1 am+1

Zwkxk— ——, m=0..M (5.1)

Dieses ist linear in den wy, und nichtlinear in den x,. Sind die Stiitzstellen vorgegeben, konnen die zugehérigen Gewichte
also durch Losen eines linearen Gleichungssystems berechnet werden.

5.3 Newton-Cotes-Formeln

Die einfachste Form dieser Integrationsmethode sind die (abgeschlossenen) Newton-Cotes-Formeln. Dabei wahlt man die
Stiitzstellen im Intervall [a, b] dquidistant als x; =a+h-i, i =0...nmith = b%“. Die Gewichte hangen dann nicht vom

Integrationsintervall ab, denn es gilt
1 bonx— X;
W, = 5 l—[ dx
—a J, tg X=X

J

#k
_ x (a+h ])
The(k—j)
J#k
1 ("fys—J
= —J l—[ J, ds
nJo =0 k=]
J#k
Wobei der letzte Schritt mit der Substitution s = *=2 folgt.

Aus dieser Darstellung wird insbesondere die niitzliche Eigenschaft ersichtlich, dass alle w, rationale Zahlen sind. Fiir
die Implementierung des Verfahrens konnen die Stiitzstellen also einmal vorberechnet und gespeichert werden. Zur
Berechnung der Stiitzstellen ergibt sich aus (5.1) das lineare Gleichungssystem

11 1 ... 1)\ (wm "
n
01 2 ... n w, 3
2 /
o 1 2 n‘” w’ ntl
n+1
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wq w]

w, w,

1 7

ws | =2 | wh
. ni| .

w, w,

Fiir die Matrix auf der linken Seite des Gleichungssystems gilt nach [Kii94] det(A) # 0. Die Stiitzstellen lassen sich also
eindeutig bestimmen.
Der Interpolationsfehler berechnet sich zu

[FDE)]

RGN = 1f )= Bao) = == [ e =l i cin € < e )

Damit erhélt man fiir den Quadraturfehler die grobe Abschitzung

hn+2
(n+1) . (n+1)
o H),f 7] 0| 0 =)l dx < 1l

Beispiel 5.1. Als Spezialfall der Newton-Cotes Formel erhélt man als Formel vom Grad 1 die bekannte Trapez-Regel

E(f,a,b) =

b
b—
J F()dx % == (F(@) + £ (b)) = Qu(F).

Fiir den Approximationsfehler der Trapezregel gilt E = Q,(f) — fab fl)= %f”(g) fiir ein £ € [a, b].

Da die Newton-Cotes Formeln exakt fiir das Polynom f = 1 sind, folgt fiir Formeln, bei denen alle Gewichte w; positiv

sind
n n
2 bwil = wi =1,
i=0 i=0

Bei allen Newton-Cotes Formeln vom Grad D > 10 treten jedoch auch negative Gewichte auf. In diesem Fall gilt die obige
Gleichung nicht. Man kann sogar zeigen, dass

n
lei|—>ooﬁirn—>oo.
i=0
Wird die Berechnung der Quadraturformel wie iiblich approximativ durchgefiihrt, verstarken sich Rundungsfehler bei den
Funktionsauswertungen. In der Numerik werden daher nur Newton-Cotes niedriger Ordnung eingesetzt. Man kann au-
Berdem zeigen, dass es analytische Funktionen gibt, fiir die Newton-Cotes Formeln nicht gegen das Integral der Funktion
konvergieren. Allein durch die Erhéhung der Ordnung, erhélt man also nicht unbedingt bessere Approximationen.

5.4 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Statt die zu integrierende Funktion im gesamten Integrationsgebiet durch ein einziges Polynom von moglicherweise
sehr hohem Grad anzunéhern, kann die Funktion auch stiickweise in Teilintervallen durch Polynome niedrigeren Grads
approximiert werden. Dazu teilt man das Integrationsintervall [a,b] in k Teilintervalle gleicher Lidnge und approxi-

b.
miert auf jedem dieser Teilintervalle [a;, b;], j = 1,...,k das Integral fa ’ f(x) dx durch anwenden einer n-Punkte
J

Quadraturformel. Man erhélt dann

b k
ff(x)dx=2f f(X)dX~ZQn(f)[a], b;1.
a j=1Yaj

Also die Quadraturformel
k

Quilf) = %ZZwlf(x”) Z Zf(xl]) (5.3)

j=11i=
mit
b—a  b-a

+i-——,i=1,...,nj=1,...n
k nk J

Im Gegensatz zu den einfachen Quadraturformeln gilt fiir zusammengesetzte Formeln

Xi’j=a+j'
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Satz 5.2. SeiQ,, eine n-Punkte Quadraturformel, dann gilt fiir jede in [a, b] beschrénkte Riemann-integrierbare Funktion

b
lim Q,u(f) = J fx)dx

Beweis. Siehe [Kii94] O

Zusammengesetzte Formeln konvergieren somit immer gegen das Integral der Funktion.
Ist Q,, eine n-Punkt Quadraturformel mit Fehler

b
Q.(f) —J f(x)dx =C-(b—a)*! fP(E) fiir ein § € (a, b),

dann erhilt man durch Aufsummieren der Fehler in den Subintervallen den Fehler der zusammengesetzten Regel als

k b—a)\ P! b p+l Kk
Eg=2.C (Ta) fPEH=c (Ta) D FOE) mitE; € [a;,b)]
j=1

=1

Setzt man den Fehler der Newton-Cotes-Formeln ein, bekommt man folgende Fehlerabschatzung fiir die zusammenge-
setzen Newton-Cotes-Formeln:

E, < Xk: L (hma)™ )
Qnk — (T’l+1)! n ”f ||oo
k n+2

Yo (o) e

‘= (n+1)\_ n

k b—a n+2
- —( ) 1F

nk

Beispiel 5.2. Die zusammengesetzte Trapezregel berechnet sich durch die Formel

h
Ti[a, b] = E(f(a)+2f(a+h)+...+2f(a+(k—1)h)+f(b))

mit h= bk;a Fiir den Fehler erhélt man eine genauere Abschétzung als die Obige durch

’ hz 1"
|T[a, b] —Ja fOdx] = Sl oo

5.5 Weitere Quadraturformeln

Aufgrund der starken Auswirkung von Rundungsfehlern bei Newton-Cotes-Formeln héherer Ordnung, werden in der
numerischen Praxis fast ausschlief3lich zusammengesetzte Formeln niedriger Ordnung verwendet. Diese sind aber nicht
sonderlich effizient, sodass fiir die Berechnung von Integralen mit hoher Genauigkeit andere Verfahren verwendet werden
miissen.

5.5.1 Das Romberg-Verfahren

Beim Verfahren von Romberg werden Trapezformeln verschiedener Schrittweite so miteinander kombiniert, dass sich die
Fehler moglichst ausgleichen. Man nutzt dabei aus, dass fiir f € C%**1[a, b] der Integrationsfehler bei der Trapezregel
genauer charakterisiert werden kann. Mithilfe der Euler-Maclaurin-Summen-Formel erhilt man fiir die zusammengesetze
Trapezregel mit n Stiitzstellen die Darstellung

b
T.(f)= J f(x)dx + Coh? + c4h* + ... + Cyh®* + 2P,
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Die C; héngen nur von der Funktion und nicht von der Anzahl der Stiitzstellen ab. Somit gilt

’ Lo, 1 2%
Ty, = f(x)dx'i'zczh +E64h +...+C2kh

und damit

-2 -4

4T, (f) = T,(f) C.H +
- 4

3

b b
=J F(x)dx + C6h6+...=f f(x)dx +0O(h*)

Setzt man dies durch
TX(f) = T,.(f)
ATy T
4k —1

rekursiv fort, erhdlt man Formeln mit immer besserem asymptotischen Fehler. Es ist allerdings schwierig, aus dieser
Darstellung eine exakte Fehlerschranke zu bestimmen, weshalb sich das Verfahren nur dann eignet, wenn die Richtigkeit
der Ausgabegenauigkeit nicht garantiert werden muss.

ko
TF =

5.5.2 GauB-Quadratur

Bei den bisher gesehenen Formeln wurden jeweils die Stiitzstellen vorgegeben und die Gewichte so gewahlt, dass die
Genauigkeit moglichst hoch ist. Um Polynome von moglichst hohem Grad durch eine Quadraturformel

Qu(F) =D wif (x))
i=0

exakt zu integrieren, ist es jedoch notwendig die n+1 Stiitzstellen und n+1 Koeffizienten entsprechend zu wéhlen. Durch
Formeln vom obigen Typ konnen maximal Polynome vom Grad 2n + 1 exakt integriert werden. Bei der Gauf3-Quadratur
werden die Stiitzstellen und Parameter so gewdhlt, dass diese maximale Genauigkeit erreicht wird. Die Gewichte und
Stiitzstellen wéhlt man dabei meist fiir das Integrationsintervall [—1, 1]. Fiir die Berechnung eines Integrals {iber einem
anderen Intervall [a, b] muss dies zunéchst auf ein Integral iiber [—1, 1] zuriickgefiihrt werden. Dies erreicht man durch

die Substitution
b b—a (' b-a a+b
f(x)dsz f( x+ )dx
a -1

2 2

Als Stiitzstelle x; wahlt man die i-te Nullstelle des Legendre-Polynoms

n

dx™

L,(x)=——(x—a)*(x - b)".

Die Gewichte lassen sich dann zu
2
W. = —-——-—
DL

berechnen.
Der Approximationsfehler bei der Integration ist

((m+1)n*
(2m+2)1)3(2m+3)

b

1Q.(f) —f fx)dx| = P3| FEm()). (5.4
a

Es lasst sich zeigen, dass alle Gewichte der Gaul3-Formeln positiv sind, so dass die Formeln weniger anfillig fiir Run-

dungsfehler bei der Funktionsauswertung sind als die Newton-Cotes-Formeln. Aufferdem sind die Gauf3-Formeln G,

Riemann-Summen, so dass

b
1im G, (f) = f fx)dx

fiir jede Riemann-Integrierbare Funktion f. Im Gegensatz zu den Newton-Cotes-Formeln treten aber auch irrationale
Koeffizienten und Gewichte auf, so dass es nicht moglich ist, diese vorzuberechnen. Auf3erdem ist die Berechnung der
Stiitzstellen nicht durch Losen eines linearen Gleichungssystems moglich. Eine Implementierung der Gauf$-Quadratur ist
deshalb deutlich schwieriger, als die Implementierung der Newton-Cotes-Regeln.
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5.5.3 Adaptive Verfahren

Bei den zusammengesetzten Verfahren wird das Integrationsintervall geteilt und die gleiche Quadraturformel auf alle
Teilintervalle angewandt. Allerdings benétigt man im Allgemeinen nicht in jedem Teilintervall die gleiche Anzahl Funk-
tionsauswertungen, um die Funktion mit einer bestimmten Genauigkeit zu approximieren. Wendet man also iiberall die
gleiche Regel an, muss man die Funktion moglicherweise sehr viel hdufiger auswerten als notwendig, um eine gewiinsch-
te Fehlerschranke zu unterschreiten. Bei adaptiven Verfahren passt man die Wahl der Stiitzstellen an die zu integrierende
Funktion an. Man wertet die Funktion also dort haufiger aus, wo eine héhere Genauigkeit notig ist. Damit verringert
man insgesamt die Anzahl der Funktionsauswertungen, die nétig sind, um eine bestimmte Fehlerschranke zu erreichen.
Aus einer einfachen Quadraturformel erhilt man beispielsweise ein adaptives Verfahren, indem man zunéchst den Fehler
berechnet, der bei einmaliger Ausfithrung des Verfahrens auftritt. Ist dieser klein genug, fiihrt man das Quadraturver-
fahren aus, andernfalls teilt man das Integrationsintervall in der Mitte und wendet den Algorithmus rekursiv auf beide
Teilintervalle an. Fiir adaptive Verfahren sind allerdings mehr Informationen tiber die Funktion nétig. So muss der Fehler
fiir jedes Teilintervall bekannt sein, um zu berechnen, wie viele Auswertungen in diesem nétig sind. Man benétigt also
beispielsweise lokale Fehlerschranken fiir die Ableitungen.

5.6 Fehlerschatzung

Die bisher betrachteten Fehlerterme haben den Nachteil, dass Informationen {iber die Ableitungen der zu integrierenden
Funktion benétigt werden. Da diese oft nicht bekannt und aufwendig zu bestimmen sind, begniigt man sich in der
numerischen Praxis meist damit, den Fehler abzuschétzen. Beispielsweise kann man ein Verfahren mit unterschiedlicher
Schrittweite ausfithren und aus der Differenz der Ergebnisse eine Fehlerapproximation berechnen. Da man dadurch
aber nur Schétzungen des Fehlers und keine wirklichen oberen Schranken bekommt, kann nicht garantiert werden, dass
das Ergebnis die gewiinschte Genauigkeit hat. Verfahren, die Integrale mit einer garantierten Fehlerschranke berechnen
sollen, benoétigen zwingend weitere Informationen iiber die Funktion, wie z.B. Schranken an bestimmte Ableitungen.
Man kann auch davon ausgehen, dass fiir effizientere Verfahren mehr Information benétigt wird. Beispielsweise benotigt
die Trapezregel nur eine Schranke an die zweite Ableitung, fiir die Gaul3-Quadratur mit 100 Stiitzstellen wird allerdings
schon die 200. Ableitung benétigt.
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6 Integration in der iRRAM

Die meisten der oben vorgestellten Verfahren konnen direkt in der iRRAM implementiert werden. Das Rechnen in exakter
Arithmetik ist natiirlich vor allem von Vorteil, wenn es darum geht, eine bestimmte Genauigkeit fiir das Ergebnis zu
fordern. Es macht also nur Sinn, Verfahren zu verwenden, bei denen eine obere Schranke fiir den Approximationsfehler
berechnet werden kann. Von den oben vorgestellten Verfahren eignen sich somit die Newton-Cotes-Formeln und die
GaufB-Quadratur. Die Newton-Cotes-Formeln sind dabei besonders interessant, da in der iRRAM Rundungsfehler nicht
auftreten konnen und somit im Gegensatz zum Rechnen mit Gleitkommazahlen auch Regeln héherer Ordnung verwendet
werden konnen. Aulerdem lassen sich diese sehr einfach implementieren, da fast alle notwendigen Methoden schon in
der iRRAM vorhanden sind.

6.1 Newton-Cotes-Formeln

Fiir diese Arbeit wurde eine Funktion zur Berechnung der zusammengesetzten Newton-Cotes-Formeln beliebiger Ord-
nung implementiert.

6.1.1 Berechnung der Stitzstellen

Die Berechnung der Stiitzstellen der Newton-Cotes-Formeln zu vorgegebener Ordnung n lésst sich in der iRRAM direkt
durch Ausnutzung des Gleichungssystems 5.3 berechnen.
Die Funktion zur Berechnung der Stiitzstellen sieht folgendermafZen aus:

Listing 6.1: Funktion zur Berechnung der Stiitzstellen

REALMATRI X get Wei ght s(int n){

REALMATRI X | (n+1, n+1);

REALMATRI X r (n+1, 1) ;

for(int i=0; i<=n; i++){
r(i,0) = power((REAL)n,i +1)/(REAL) (i +1);
for(int k=0; k<=n; k++){

I (i,k) = power((REAL)K, i);

}

}
REALMATRI X s = sol ve(l, r,1);
return s;

Der linke und rechte Teil des Gleichungssystems wird also jeweils direkt in eine REALMATRIX gespeichert und das
Gleichungssystem mithilfe der Funktion Sol ve gelost. Riickgabewert der Funktion ist ein Vektor (als n x 1-Matrix) mit
den Stiitzstellen. Die folgende Tabelle enthélt die Ausfiihrungsdauer der Funktion fiir verschiedene Parameter n. Dabei
wurde fiir die Anfangsgenauigkeit - - prec_st art =55 fiir n >= 200 gewahlt und fiir alle anderen 45.

n t

10 | 0.02
50 | 1.12
100 | 8.18
150 | 41.38
200 | 147.36
300 | 440.92
400 | 913.78
500 | 2820
700 | 57000

Da es sich bei den Stiitzstellen um rationale Zahlen handelt, ist es nicht notwendig, die zeitaufwendige Berechnung
jedes Mal zu wiederholen. Stattdessen werden die Stiitzstellen in eine Datei gespeichert und beim Programmstart wieder
daraus gelesen. Fiir diese Arbeit wurde dies beispielhaft fiir die Stiitzstellen der 500-Punkte Regel durchgefiihrt. Um

18



die berechneten Stiitzstellen als rationale Zahlen zu speichern, miissen zunéchst Zdhler und Nenner gefunden werden.
Durch Umformung von 5.1 erhélt man

! n—k ! n .
Wi = m (_1) H'JO H]:O(s _])dS

-~

ez
Hat man also w; bereits berechnet erhilt man die (ungekiirzte) Bruchdarstellung

_ nk!(n —k)'nlw,
Wi = nk!(n—k)!n!

Damit erhélt man zum Speichern und Auslesen der Stiitzstellen die Funktionen

Listing 6.2: Funktionen zum Speichern und Laden der Stiitzstellen

voi d saveWei ght sToFil e(int n){

I NTEGER facn = IntFactorial (n+l);

REALMATRI X w;

std::stringstreamfil enane;

filename << "wei ghts"<<n<<".txt";

orstreamfile(filename.str(), std::_S out);

/1 conpute weights

w = get Wei ghts(n);

for(int k=0; k<=n; k++){
/1 compute denom nator and numerator of the rational nunber w(k)
I NTEGER denom = facnx| nt Factori al (k) *I nt Factori al (n-k);
I NTEGER num = w(k, 0) * ( REAL) denom
/] save as rational to sinplify the fraction
RATI ONAL wk(num denon);
string nuns = swite(nunerator(wk), 10000);
string denons = swite(denom nator(wk), 10000);
/] save fraction as string
string wks = nuns+"/"+denorms;
/1 renpbve white-spaces
size_t pos = wks.find(" ");
whi | e(pos != string::npos){

wks. repl ace(pos, 1, "");
pos = wks.find(" ");

}
// save to file
file << wks << "\n";

}

}

REALMATRI X get Wei ght sFronFil e(i nt n){
FILEx file;
std::stringstreamfil enane;
filename << "wei ghts"<<n<<".txt";
file = fopen(filenane.str().c_str(), "r");
REALMATRI X w( n+1, 1) ;
char s[10000];
/1 read weights fromfile and save to REALMATRI X
for(int i=0; i<=n; i++){
fgets(s, 10000, file);
charx s2 = strtok(s, "/");
REAL nom = s2;
s2 = strtok(NULL, "/");
REAL denom = s2;
w(i, 0) = nom denom

fclose(file);
return w,

Beim Speichern werden dabei zunichst zwei ganze Zahlen a, b mit w, = % berechnet. Diese werden dann in eine Variable
vom Typ Rational gespeichert, da dadurch ein gekiirzter Bruch entsteht. Danach kann die Bruchdarstellung in eine Datei
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in der Form Zahler/Nenner gespeichert werden. Dieses Verfahren ist natiirlich nicht besonders effizient!, da es jedoch in
der Regel nur einmal ausgefiihrt wird, ist das kein wirkliches Problem.

6.1.2 Implementierung

Aus der Fehlerabschitzung der Newton-Cotes-Formeln lasst sich bei fester Ordnung n die Anzahl der nétigen Untertei-
lungen k berechnen, um das Integral mit einem Fehler kleiner als eine gewiinschte Schranke e zu approximieren:

_ b= Y,

k (n+1)-e

Damit lasst sich 5.3 direkt implementieren:

Listing 6.3: Implementierung des Newton-Cotes-Algorithmus

REAL newt onCot esConp( REAL (*f)(const REAL& x), REAL prec,
REAL mexfn, REAL a, REAL b, int n){
/1 conpute nunber of abscissas needed to get snmll enough error
REAL v1 = power(b-a, n+2)*maxfn/((REAL)IntFactorial (n+l)*prec);
| NTEGER m = | NTEGER(r oot (v1, n+1)+1);

REAL h = (b-a)/(REAL)m
REAL h2 = h/ (REAL)n;

REAL res = 0;
for(int i=0; i<=n; i++){
REAL sunf = 0;
for(int j=0; j<m j++){
REAL t = a + (REAL)j*h+(REAL)i *h2;
sunf += (REAL)f (t);

}

res += sunf*(REAL)W(i, 0);
res *= h2;
return res;

Die Funktion bekommt als Eingabeparameter die zu integrierende Funktion, die gewiinschte Ausgabegenauigkeit, eine
Schranke an die (n+ 1).-te Ableitung der zu integrierenden Funktion, den Start- und Endpunkt des Integrationsintervalls
und die Ordnung, der Regel die zur Integration verwendet werden soll.

6.2 GauB-Quadratur

Zum Vergleich wurde noch das Gauf3-Quadraturverfahren der Ordnung 5 implementiert. Die Stiitzstellen wurden von
[Wik11] iibernommen und fest vorgegeben.

Listing 6.4: Implementierung des Gauf3-Algorithmus

REAL GausslLegendre( REAL (*f)(const REAL& x), REAL prec, REAL maxf 10, REAL a, REAL b){
i nt order=5;
/] compute error
REAL err = maxf10+power(b-a, 2+order+1)=*power(factorial (order), 4)/
((REAL) (2+order +1) xpower (factorial (2+xorder), 3));
/1 check if error small enough
bool reached = (bool)(choose(err < prec, err > prec/10) == 1);
i f(!reached){
return GausslLegendre(f, prec/2, maxf10, a, (a+b)/2) +
GausslLegendre(f, prec/2, maxfl10, (a+b)/2, b);

}
/1 weights and absci ssas
REAL W 5];

-

Die Speicherung der Stiitzstellen fiir n = 500 dauerte ca. 8 Stunden.




REAL X[ 5];

w 0] = (REAL) 128/ ( REAL) 225;

w 1] = (322+13*sqgrt ((REAL)70))/ ( REAL) 900;

w 2] = (322+13*sqrt((REAL)70))/ ( REAL) 900;

w 3] = (322-13*sqgrt((REAL)70))/ ( REAL) 900;

w 4] = (322-13*sqrt((REAL)70))/ ( REAL)900;

x[0] = 0;

x[1] = (1/(REAL)3)*sqrt (( REAL) 5- (REAL) 2*sqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

x[2] = (-1)*(1/ (REAL)3)*sqrt ((REAL)5- (REAL) 2+xsqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;
x[3] = (1/(REAL)3)*sqrt (( REAL) 5+( REAL) 2*sqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

x[4] = (-1)*(1/ (REAL) 3)*sqrt (( REAL) 5+( REAL) 2*sqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

REAL result = 0;
for(int i=0; i<order; i++){
result += wWi]*(f(((b-a)/(REAL)2)*x[i]+(a+b)/(REAL)2));

return (b-a)*result/2;

}

Die Eingabeparameter sind die zu integrierende Funktion, eine Fehlerschranke, eine obere Schranke fiir die 10.-te Ablei-
tung und die Grenzen des Integrationsintervalls. Zunachst wird mit der Formel 5.4 eine Schranke fiir den Quadraturfehler
bei einmaliger Ausfithrung des Verfahrens berechnet. Ist der Fehler grof3er als die geforderte Genauigkeit, wird das In-
tegrationsintervall in der Mitte geteilt und die Regel auf jedes Teilintervall mit halbierter Fehlerschranke angewandt. Da
dazu ein Vergleich von zwei REALS notwendig ist, wird der choose-Operator verwendet.

6.3 Beispiele

6.3.1 Durchfiihrung

Die implementierten Quadraturverfahren wurden mit 7 Beispielfunktionen getestet. Die folgenden Integrale wurden
berechnet:

* fo:= [, sin(x)dx =2

* fi=[] sin(10x)dx =0

* fo =[] sin(1000x)dx =0
* fy:= [ sin(sin(sin(x))) dx

o fui= ' dx=2Z

“Jo 14x2 4
1 _.2
. f5:=foe" dx

* foi= fol e*sin(x)dx

Bei dem Integrand in f, handelt es sich um eine hochoszillierende Funktion. Die Integrale solcher Funktionen spielen
eine grof3e Rolle in der Praxis und sind ein aktuelles Forschungsgebiet in der Numerik. Solche Funktionen gelten im
allgemeinen als schwierig zu integrieren. Die oben vorgestellten Standardquadraturverfahren sind im allgemeinen nicht
dazu geeignet, solche Funktionen exakt und effizient zu integrieren.

6.3.2 Auswertung

Jede der obigen Funktion wurde mit verschiedenen Regeln und verschiedener geforderter Genauigkeit berechnet und die
Rechenzeit gemessen 2. Die Ergebnisse der Messung sind in der folgenden Tabelle angegeben. Neben der verwendeten Re-
gel und der geforderten Genauigkeit, ist auch angegeben welche Schranke fiir die benétigte Ableitung dem Algorithmus
gegeben wurde. Protokolliert wurde die Anzahl der Intervallteilungen k und die Laufzeit (bei den Newton-Cotes-Formeln
ohne Berechnung der Stiitzstellen). Zu Beachten ist, dass die precision dem Algorithmus als Mindestgenauigkeit iiberge-
ben wurde. Die tatsdchliche Genauigkeit liegt also meist (besonders in den Féllen mit k = 1 ist) deutlich dariiber.

2 Alle Rechnungen wurden auf einem Acer Aspire 7720ZG Laptop mit 1.6 Ghz Pentium dual-core Prozessor und 4 GB RAM durchgefiihrt.
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Funktion | Regel | precision | max f ™ || k Zeit
fo GL5 10 1 7 0.01
fo GL5 20 1 94 0.26
fo GL5 50 1 98302 | 12.91
fo GL5 100 1 98302 | 12.91
fo NG5 10 1 60 0.14
fo NC20 10 1 2 0.02
fo NC20 100 1 22093 | 66.39
fo NC50 10 1 1 0.04
fo NC50 100 1 16 0.66
fo NC50 200 1 1352 | 31.49
fo NC100 10 1 1 0.11
fo NC100 100 1 2 0.31
fo NC100 200 1 9 8.09
fo NC200 10 1 1 1.53
fo NC200 100 1 1 1.93
fo NC200 200 1 1 1.25
fo NC200 500 1 14 151.28
fo NC500 10 1 1 6.16
fo NC500 100 1 1 4.35
fo NC500 200 1 1 5.65
fo NC500 500 1 1 6.24
fo NC500 | 1000 1 3 69.71
fo NC500 | 2000 1 167 | 817.02
fi GL5 10 1010 94 0.03
fi GL5 20 1010 766 0.13
fi NC5 10 10° 590 1.45
fi NC20 10 10%! 12 0.13
f NC20 100 10%! 220921 | >1000
f NC50 10 10°! 4 0.28
f NC50 100 10°! 149 3.15
f NC50 200 10°! 13510 | >1000
fi NC100 10 10101 2 0.1
f NC100 100 10101 9 0.37
fi NC100 200 10101 80 3.61
f NGC200 10 107! 1 1.08
fi NC200 100 107! 2 6.70
fi NC200 200 1071 5 8.77
fi NC200 500 10201 130 | 135.08
fi NC500 10 10°%1 1 4.28
fi NC500 100 10°%! 1 6.00
fi NC500 200 10°%! 1 3.61
fi NC500 500 10°%! 3 46.86
fi NC500 1000 10°%! 18 78.7
fi NC500 2000 10°%! - >1000
fo GL5 10 10%° 6124 1.24
fa GL5 20 10°° 98302 | 19.28
fy NC5 10 10%8 58947 | >1000
fo NC20 10 10%3 3426 1.35
f> NC20 100 10%3 22093 | >1000
fy NC50 10 1013 255 2.09
fo NC50 100 1013 14786 | 308.59
fs NC50 200 1013 1 -
£, NC100 10 10303 105 6.01
£, NC100 100 10303 811 35.04
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£y NC100 200 10°% 7914 | 332.78
f> NC200 10 10%03 48 96.37
fo NC200 100 10503 133 80.57
fo NC200 200 10%03 416 | 314.35
fa NC200 500 10°03 12900 -

fy NC500 10 10193 19 187.6
fy NC500 100 101°93 28 315.82
fy NC500 200 101503 43 409.36
fy NC500 500 101°03 170 | 443.62
fo NC500 1000 101°03 1680 | >1000
fy NC700 1000 102193 325 | 593.29
fs GL5 10 10%° 190 0.06
fs GL5 20 10%° 3070 1.48
fs NC5 10 10° 50 0.08
fs NC50 10 10 1 0.1
fs NC50 100 10% 29 3.44
fs NC50 200 10% 2560 | 241.15
fs NC100 10 101 15 0.68
fs NC100 100 101 3 5.99
fs NC100 200 10190 25 20.03
fs NC500 10 1089 1 8.32
fs NC500 100 10890 1 9.92
fs NC500 200 10590 2 19.29
fs NC500 500 10590 3 106.2
fs NC500 1000 10390 22 376.92
fa GL5 10 10" 94 0.01
fa GL5 20 10" 766 0.08
fa NC5 10 720 47 0.02
fa NC20 10 10%° 4 0.09
fa NC20 20 10%° 10 0.02
fa NC50 10 107° 3 2.03
fa NC50 20 107° 4 1.16
fa NC50 100 107° 110 1.69
fa NC50 200 107° 2560 | 241.15
fa NC100 10 10°%° 4 10.29
fa NC100 20 10290 5 15.22
fa NC100 100 10290 25 8.79
fa NC100 200 10290 239 11.58
fa NC500 10 101909 2 1.35
fa NC500 100 101000 2 0.48
fa NC500 200 101000 2 19.29
fa NC500 500 101909 6 72.72
fa NC500 | 1000 101000 54 87.26
fs GL5 10 25000 4 0.01
fs GL5 20 25000 46 0.03
fs GL5 100 25000 46 0.03
fs NC5 10 150000 107 0.08
fs NC5 20 150000 || 10564 | 5.52
fs NC20 10 1053 2 0.01
fs NC20 20 1083 5 0.01
fs NC20 100 1083 27700 | 116.16
fs NC50 10 104 2 0.04
fs NC50 20 10% 2 0.04
fs NC50 100 10% 30 1.17
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fs NC50 200 10% 2678 139
fs NC100 10 1010 1 0.23
fs NC100 20 101 1 0.23
fs NC100 100 1010 3 2.86
fs NC100 200 10190 25 12.4
fs NC500 10 1039 1 2.79
fs NC500 100 1039 1 3.46
fs NC500 200 1089 2 6.98
fs NC500 500 1089 3 40.72
fs NC500 1000 1039 22 98.68
fe GL5 10 212 4 0.01
fe GL5 20 212 40 0.03
fe NC5 10 28 23 0.04
fe NC5 20 28 1019 0.83
fe NC20 10 2B 1 0.01
fe NC20 20 2% 2 0.01
fe NC20 100 2% 7600 | 55.25
fe NC50 10 2% 1 0.02
fe NC50 20 2> 1 0.04
fe NC50 100 2% 6 0.4
fe NC50 200 2% 451 38.21
fe NC100 10 2103 1 0.36
fe NC100 20 2103 1 0.37
fe NC100 100 2103 1 0.39
fe NC100 200 2103 4 6.41
fe NC500 10 2°03 1 4
fe NC500 100 2°03 1 4.24
fe NC500 200 2°03 1 4.08
fe NC500 500 2°03 1 4.13
fe NC500 1000 2°03 2 8.12
fe NC500 2000 2°03 54 770.52

Anhand der Beispiele sieht man, dass sich nur Formeln hoher Ordnung dazu eignen, Integrale auf sehr viele Stellen exakt
zu berechnen. Sind dagegen nur wenige Stellen erforderlich, kann auch eine Regel niedrigerer Ordnung effizienter sein.
Dies hangt natiirlich einmal damit zusammen, dass bei zu hoher Ordnung das Ergebnis schon bei einmaliger Ausfiihrung
exakter bestimmt wird als nétig. Aufferdem miissen die Zwischenberechnungen bei hoherer Ordnung mit einer hoheren
Genauigkeit durchgefiihrt werden, so dass diese mehr Zeit benétigen. Die Effizienz des implementierten Verfahrens hangt
maligeblich von der Schranke an die Ableitung ab. Daher eignet es sich besonders fiir die Integration von Funktionen, bei
denen auch noch sehr hohe Ableitungen im Integrationsintervall beschrénkt sind. Auch wenn die Schranken an die Ab-
leitungen mit hoheren Ableitungen sehr schnell gro3er werden, ist das Verfahren eher ungeeignet. Wie erwartet benétigt
deshalb die Berechnung von f, sehr viel Zeit. In der Tabelle sieht man, dass die Berechnung von 1000 Dezimalstellen nur
mit 700 Stiitzstellen in unter 1000 Sekunden méglich ist. Die Newton-Cotes-Regeln eignen sich (genau wie die Gaulf3-
Quadratur) nicht, um hochoszillierende Funktionen exakt zu integrieren. Fiir solche Funktionen gibt es jedoch spezielle
Verfahren, mit denen eine effiziente Berechnung moglich ist. Ein Uberblick findet sich z.B. in [Olv08].
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Abbildung 6.1: Die bendtigte Rechenzeit in Abhangigkeit von der gegebenen Fehlerschranke bei der 500-Punkte-Regel

500 T T T T T T T T T
; fo —+——
fp -
fo -
fy o
: / N
400 | : ; fs g
fg - o -
300 |- P ‘ i

z )

g h
200 | P ]
100 - : o -

4
ol e L - ' P S—
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

prec (10™)

Abbildung 6.2: Die bendtigte Rechenzeit in Abhdngigkeit von der gegebenen Fehlerschranke bei der 50-Punkte-Regel
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7 Fazit und Ausblick

Die Implementierung des Newton-Cotes-Verfahrens zeigt, dass Integration in der Praxis effizient moglich ist, sofern die
zu integrierende Funktion ausreichend oft differenzierbar ist und die Ableitungen nicht zu stark wachsen. Dies deckt sich
mit dem theoretischen Resultat von Ko und Friedman, dass Integration von analytischen und polynomialzeitberechen-
baren Funktionen effizient moglich ist. Trotzdem bleibt die Integration insgesamt natiirlich ein schwieriges Problem. Ist
eine Funktion nur wenige Male differenzierbar, so kann auch nur eine Regel niedriger Ordnung angewendet werden, die
im allgemeinen nicht sehr effizient ist. In der numerischen Praxis werden die Newton-Cotes-Formeln kaum genutzt, da
sie sich bei begrenzter Rechengenauigkeit nicht fiir exakte Berechnungen eignen. Bei Regeln héherer Ordnung verstarken
sich Rundungsfehler sehr stark, so dass das Ergebnis verfélscht wird. In der iRRAM treten jedoch keine Rundungsfehler
auf, so dass die effizienten Formeln hoherer Ordnung problemlos genutzt werden konnen. In der iRRAM konnen also
Verfahren sinnvoll eingesetzt werden, die bisher aufgrund von begrenzter Rechengenauigkeit nicht verwendet werden.

Fiir zukiinftige Verbesserungen und Weiterentwicklungen bieten sich folgende Themen an:

Verbesserung der Fehlerschranken

Bei der Auswertung einiger Beispielfunktionen zeigt sich, dass die bei der Newton-Cotes-Regel verwendete Approximation
des Fehlers sehr viel hoher ist als der wirkliche Fehler. Eine Verbesserung dieser Approximation wiirde das Verfahren
vermutlich deutlich effizienter machen. Auerdem benoétigt die Berechnung des Fehlers (bzw. der Anzahl der benétigten
Intervallteilungen) bei hoher Genauigkeit sehr viel Rechenzeit. Dies macht sich vor allem bei Regeln héherer Ordnung
bemerkbar. Eine Vereinfachung der Fehlerapproximation konnte zu geringeren Rechenzeiten fithren.

Vergleich mit anderen Verfahren

In dieser Arbeit wurden nur die Newton-Cotes-Regeln beliebiger Ordnung implementiert. Interessant wére ein Vergleich
mit der Gaul3-Quadratur. Hier stellt sich die Frage, ob die Gauf3-Quadratur, obwohl bei jeder Rechnung die Stiitzstellen be-
rechnet werden miissen, immernoch effizienter ist als die Newton-Cotes-Formeln mit vorberechneten Stiitzstellen. Auch
konnten Verfahren implementiert werden, die fiir spezielle Klassen von Funktionen, wie beispielsweise hochoszillierende
Funktionen, besser geeignet sind.

automatische Wahl der Regel

Der hier implementierte Algorithmus zur Berechnung der Newton-Cotes-Formeln erhélt die Ordnung der zu verwendeten
Regel als Eingabeparameter. Man kénnte auch einen Algorithmus implementieren, der nicht nur die Anzahl der Untertei-
lungen, sondern auch die Ordnung der Regel automatisch wéhlt. Allerdings erfordert dies, dass dem Algorithmus noch
mehr Information iiber die Funktion gegeben werden muss, da man nun Schranken fiir alle Ableitungen angeben muss.

Mehrdimensionale Integration

Neben den Quadraturverfahren wurden in der Numerik auch viele Verfahren zur mehrdimensionalen numerischen Inte-
gration (manchmal auch Kubatur genannt). Auch solche Verfahren konnten in der iRRAM implementiert werden.
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Anhang

A Quelltext

Listing 7.1: Kompletter Quelltext

1 #include "i RRAM h"
#i ncl ude "stdio. h"
3 #i ncl ude <sstreanr

5 Usi ng nanespace i RRAM

/1 function used for testing
9 REAL funl(const REAL& x){
return sin(10*x);

n }

13 // function used for testing
REAL fun2(const REAL& Xx){
15 return sin(1000*x);
}
17
/1 function used for testing
19 REAL fun3(const REAL& x){
return sin(sin(sin(x)));

21 }

23 // function used for testing
REAL fun4(const REAL& Xx){
25 return 1/ (1+x*x);

}

27

20 // function used for testing
REAL fun5(const REAL& Xx){
31 return exp(-x*x);
}
33
/1 function used for testing
35 REAL fun6(const REAL& x){
return exp(x)=*sin(x);
37 }

39
REALMATRI X get Wei ghts(int n){
41 REALMATRI X | (n+1, n+1);
REALMATRI X r (n+1, 1) ;
43 for(int i=0; i<=n; i++){

r(i,0) = power((REAL)N,i+1)/(REAL) (i +1);

45 for(int k=0; k<=n; k++){
I (i,k) = power((REAL)k, i);
47 }

}
49 REALMATRI X s = solve(l, r,1);
return s;

REAL factorial (int n){
55 REAL r = 1;
for(int i = 2; i<=n; i++)
57 r *=i;
return r;
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61 | NTEGER | nt Factorial (int n){

INTEGER r = 1;

63 for(int i = 2; i<=n; i++)
ro*=i;

65 return r;

}

67

6o voi d saveWei ghtsToFile(int n){
| NTEGER facn = IntFactorial (n+l1);
71 REALMATRI X w,
std::stringstreamfil enang;
73 filename << "weights"<<n<<".txt";

orstreamfile(filenane.str(), std::_S out);

75 |/ conpute weights
w = get Wei ghts(n);
77 for(int k=0; k<=n; k++){

/1 conpute denom nator and nunerator of the rational nunber w(k)

10000) ;

79 | NTEGER denom = facn*lntFactorial (k)*IntFactorial(n-k);
| NTEGER num = w(k, 0) *( REAL) denom

81 /| save as rational to sinplify the fraction
RATI ONAL wk(num denom) ;

83 string nuns = swite(numerator(wk), 10000);
string denons = swite(denom nator(wk),

85 /| save fraction as string
string wks = nunms+"/"+denons;

87 /1 renpve white-spaces
size_t pos = wks.find(" ");

89 whi | e(pos != string::npos){

wks. replace(pos, 1, "");

91 pos = wks.find(" ");
}

93 // save to file
file << wks << "\n";

95}

}

97
REALMATRI X get Wi ght sFronFi |l e(int n){

99 FILE: file;

std::stringstreamfil enane;
101 filename << "wei ghts"<<n<<".txt";

file = fopen(filenane.str().c_str(), "r");
103 REALMATRI X w(n+1, 1);

char s[10000];

10s // read weights fromfile and save to REALMATRI X

for(int i=0; i<=n; i++){

107 fgets(s, 10000, file);
char* s2 = strtok(s, "/");
109 REAL nom = s2;
s2 = strtok(NULL, "/");
111 REAL denom = s2;

wW(i, 0) = nom denom
113
fclose(file);
s return w

117

119
REALMVATRI X w;
121
/| GaussLegendre Al gorithmof order 5
123 REAL GausslLegendre(REAL (*f)(const REAL& Xx),
int order=5;
125 /1 conpute error

REAL prec, REAL maxf10, REAL a, REAL b){

REAL err = maxf10+power (b-a, 2+order+1)=+power(factorial (order), 4)/
127 ((REAL) (2*order +1) *power (factori al (2~order), 3));

/'l check if error small enough
129 bool reached = (bool)(choose(err < prec,

err > prec/10) == 1);
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131

133

135

139

141

145

147

151

153

157

159

161

163

165

167

169

171

173

175

177

179

181

183

185

187

189

191

193

195

197

}

i f(!reached){
return GaussLegendre(f, prec/2, maxf10, a, (atb)/2) +
GaussLegendre(f, prec/2, nmaxfl10, (a+b)/2, b);

/1 weights and absci ssas

REAL W 5] ;

REAL X[ 5];

w 0] = (REAL) 128/ ( REAL) 225;

w 1] = (322+13*sqgrt ((REAL)70))/ ( REAL) 900;

W 2] = (322+13*sqrt((REAL)70))/ ( REAL) 900;

w 3] = (322-13*sqgrt((REAL)70))/ ( REAL) 900;

w 4] = (322-13*sqrt((REAL)70))/ ( REAL) 900;

x[0] = 0;

x[1] = (1/(REAL)3)*sqrt (( REAL) 5- (REAL) 2*sqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

x[2] = (-1)*(1/ (REAL)3)*sqrt((REAL)5- (REAL) 2+xsqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;
x[3] = (1/(REAL) 3)*sqrt ( ( REAL) 5+( REAL) 2*sqrt (( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

x[4] = (-1)*(1/ (REAL) 3)*sqrt (( REAL) 5+( REAL) 2*sqrt ( ( REAL) 10/ (REAL) 7)) ;

REAL result = 0;
for(int i=0; i<order; i++){
result += wWi]*(f(((b-a)/(REAL)2)*x[i]+(a+b)/(REAL)2));

return (b-a)*result/2;

/| conposite Newt on-Cotes Al gorithm
REAL newt onCot esConp( REAL (*f)(const REAL& x), REAL prec,

}

REAL maxfn, REAL a, REAL b, int n){
/1 conpute nunber of abscissas needed to get snmll enough error
REAL v1 = power(b-a, n+2)*maxfn/ ((REAL)I nt Factorial (n+l)=*prec);
| NTEGER m = | NTEGER(r oot (v1, n+1)+1);

REAL h = (b-a)/(REAL) m
REAL h2 = h/(REAL)n;

REAL res = 0;
for(int i=0; i<=
REAL sunf = 0;
for(int j=0; j<m j++){
REAL t = a + (REAL)j *h+(REAL)i xh2;
sunf += (REAL)f (t);
}
res += sunfx*(REAL) Wi, 0);

n, i++){

}
res *= h2;
return res;

voi d conpute() {

doubl e start_time = clock();

doubl e end_tine = clock();

doubl e beginning_tine = start_tine;
/I saveWei ght sToFi | e( 700) ;

/1w = get Wi ght sFronti | e(700);

int dec[7] = {10, 20, 100, 200, 500, 1000, 2000};

int rule[9] = {5, 10, 20,40, 50, 100, 200, 250, 500};

typedef REAL (*REALFUNCTI ON) (const REAL &x);

REALFUNCTI ON functions[] = {sin, funl, fun2, fun3, fun4, fun5, fun6};

int i, j,f, e, a, b;
cout << "select rule: 5[0], 10 [1], 20 [2], 40 [3], "
<< "50 [4], 100 [5], 200 [6], 250 [7], 500 [8]" << std::endl;
cin >> i;
cout << "sel ect nunber of decimals: 10 [0], 20 [1], 100 [2], "
<< "200 [3], 500 [4], 1000 [5], 2000 [6] " << std::endl;
cin >> j;
cout << "select function [0 - 6]" << std::endl;
cin >> f;
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cout << "integrate from" << std::endl;
201 cin >> a;
cout << "
203 cin >> b;
cout << "give an upper bound e, so that the " << (i+1)
205 << ", derivative of f in ["<<a<<","<<b<<"] is <= 107e"
<< std::endl;
207 Cin >> e
if(rule[i] == 500)

to:" << std::endl;

209 w = get Wi ght sFronFi | ¢(500);
el se
211 w = get Wi ghts(rule[i]);

213 REAL prec = power (10, -1xdec[j]);
cout << "Conputing " << dec[j] << " digits of int f" << f
215 <<" dx from" << a<<" to" << b <<" withrule"
<< rule[i] << std::endl;
217 start_time = clock();
REAL x = newt onCot esConp(functions[f], prec, power(10, e), a,b, rule[i]);
219 cout << setRwidth(dec[j]+10) << x << std::endl;
end_time = clock();
21 cout << "Tinme for computing " << dec[j] << " digits of int f" << f
<<" dx from" << a << " to" << b<<" withrule"

223 << rule[i] << ":"
<< (end_time - start_tinme )/ CLOCKS PER SEC
225 << std::endl;
}
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