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Zusammenfassung

In der folgenden Arbeit soll die Komplexitéit des Erfiillbarkeitsproblems von Kreuzprodukt-Termen un-
tersucht werden.

Ein zentrales Problem der Komplexitatstheorie ist das Erfiillbarkeitsproblem SAT boolscher Formeln. SAT
liegt in &2, und Cook und Levin haben unabhéngig voneinander 1971 bzw. 1973 zeigen konnen, dass
SAT AN 2 -vollstiandig ist, d.h. dies ist eines der schwersten Probleme, die eine nichtdeterministische Tu-
ringmaschine in polynomieller Zeit 16sen kann. Um ein beliebiges anderes Problem aus A% zu losen,
braucht eine Turingmaschine hochstens polynomiell viel mehr Zeit.

Als ein alternatives Modell zur Turingmaschine, welche iiber dem Alphabet {0, 1} arbeitet, wurde 1989
von Blum, Shub und Smale die BSS-Maschine, welche iiber einem Ring R arbeitet, eingefiihrt. Laut
diesem Modell kann eine BSS-Maschine {iber R in jedem Schritt eine der Operationen Addition, Multi-
plikation, Division oder den Vergleich zweier reeller Zahlen exakt durchfiihren.

Da zur Berechnung von Kreuzprodukten nur diese Operationen notwendig sind, stellt sich die Frage, ob
man ein zu SAT analoges Problem fiir Terme von Kreuzprodukten sinnvoll definieren kann, in welcher
Komplexititsklasse sich dieses befindet und ob auch dieses Problem vollstdndig beziiglich der entspre-
chenden Komplexitétsklasse ist.

In Kapitel 1 der vorliegenden Arbeit wird gezeigt, dass mehrere dhnliche Definitionen moglich sind. Da-
durch ergeben sich die Fragestellungen, ob diese Probleme polynomialzeitdquivalent sind oder ob eines
der Probleme echt schwerer ist als alle anderen, welche in Kapitel 2 behandelt werden. Im dritten Kapitel
wird gezeigt, dass diese Probleme in BP (JV g’ﬂg) liegen, und die Vollstandigkeit beziiglich dieser Klasse
fiir einige der Probleme bewiesen.
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1 Grundlegende Definitionen und
Eigenschaften von Kreuzprodukt-Termen

Das erste, von Alan Turing 1936 definierte Model eines Computers, wird heute Turingmaschine genannt
und bildet eine der wichtigsten Grundlagen der Komplexitédtstheorie. Alan Turing bezog sich in seinem
Model noch auf eine Person (die ersten Computer gab es erst ab etwa 1940), welche beliebig viel Papier,
einen Bleistift und einen Radiergummi zur Verfiigung hat, und damit in jedem Schritt eine Ziffer lesen
und in Abhéngigkeit davon eine andere Ziffer schreiben, die gelesene Ziffer ausradieren oder tiberschrei-
ben und anschlieRend entweder die gleiche Ziffer oder eine der beiden Ziffern rechts bzw. links davon
bearbeiten kann, wobei die Ziffern aus {0, 1} sein miissen.

Damit stellte sich die Frage, welche Berechnungen von einer Turingmaschine durchgefiihrt und wel-
che Probleme von ihr entschieden werden kénnen, und wie viel Zeit und Platz sie dafiir benétigt. Um
Probleme, die eine solche Turingmaschine l6sen kann, besser vergleichen zu konnen, wurden Komple-
xitdsklassen definiert. So bezeichnet & die Klasse all der Sprachen, die eine (deterministische) Turing-
maschine in polynomieller Zeit entscheiden kann, wahrend in A% diejenigen Entscheidungsprobleme
liegen, die eine nichtdeterministische Turingmaschine, d.h. eine Turingmaschine, die zusatzlich zu den
obigen erlaubten Arbeitsanweisungen raten kann, in polynomieller Zeit entscheiden kann. Weiter wurde
der Begriff der sogenannten ,,Vollstindigkeit“ definiert, der aussagt, dass ein Problem fiir die Komplexi-
tatsklasse, in der es enthalten ist, zu den schwersten Problemen gehort.

So haben Cook und Levin unabhingig voneinander 1971 bzw. 1973 zeigen konnen, dass das in der Kom-
plexititstheorie zentrale Erfiillbarkeitsproblem SAT boolscher Formeln A #-vollstdndig ist, d.h. dass
eine Turingmaschine zum Entscheiden eines beliebigen anderen Entscheidungsproblems aus A% hochs-
tens polynomiell viel mehr Zeit benotigt.

Da eine solche Turingmaschine nur mit dem Alphabet {0, 1} arbeitet, also eine Zahl aus R\Q in endli-
cher Zeit nicht einmal exakt lesen und somit auch nicht exakt mit ihr rechnen kann, wurde 1989 von
Blum, Shub und Smale das sogenannte BSS-Modell eingefiihrt. Eine solche BSS-Maschine arbeitet iiber
einem Ring R, der oft als R oder C festgelegt wird, und kann in jedem Schritt eine Addition, Multipli-
kation, Subtraktion oder Division oder den Vergleich zweier gegebener (oder berechneter) Zahlen exakt
durchfithren. Analog zu den zu einer Turingmaschine gehorenden Komplexititsklassen wurden die Kom-
plexititsklassen &, und A % definiert, die am Beginn des dritten Kapitels noch einmal wiederholt
werden sollen.

Da zur Berechnung von Kreuzprodukten von Elementen aus R3, gelesen als Tripel reeller Zahlen, nur die
einer BSS-Maschine erlaubten Rechenoperationen Multiplikation und Subtraktion benétigt werden, soll
nun untersucht werden, ob ein zum Erfiillbarkeitsproblem SAT boolscher Formeln analoges Erfiillbar-
keitsproblem fiir Kreuzprodukt-Terme definiert werden kann, in welcher Komplexititsklasse sich dieses
befindet und ob dieses ebenfalls ein vollstdndiges Entscheidungsproblem ist.

Dazu muss zunéchst definiert werden, was man unter einem Kreuzprodukt-Term versteht, und was das
Erfiillbarkeitsproblem von Kreuzprodukt-Termen sein soll. Diese Kreuzprodukt-Terme sollen nicht nur in
R3, sondern auch iiber P? untersucht werden, wobei unter P?> die Menge der Geraden in R® verstanden
wird, welche durch Richtungsvektoren x € R®\{0} reprisentiert werden. Die von x erzeugte Gerade wird
hierbei mit [x] bezeichnet. Damit wird die Definition einer dem Kreuzprodukt dhnlichen Verkniipfung
zweier Punkte aus P? notwendig. Diese soll zur Vereinfachung ebenfalls als ,Kreuzprodukt“ bezeichnet
werden, obwohl es sich streng genommen im mathematischen Sinne nicht um ein Kreuzprodukt handelt.
Dieses ist u.a. definiert als eine bilineare Abbildung eines Vektorraums auf sich selbst, projektive Raume
tragen jedoch keine Vektorraumstruktur.




In diesem 1. Kapitel sollen diese fiir diese Arbeit zentralen Begriffe definiert und einige einfache Lem-
mata, die in den folgenden Kapiteln Verwendung finden sollen, gezeigt werden.

Wenden wir uns zunéchst der Bildung von Kreuzprodukten in projektiven Rdumen zu. Es erscheint sinn-
voll, dieses Kreuzprodukt durch die Gerade zu definieren, welche durch das gewohnliche Kreuzprodukt
der Richtungvektoren zweier Ausgangsgeraden erzeugt wird.

Definition 1.1. Seien a,b € R3\{0} und [a], [b] die zugehérigen Aquivalenzklassen in P2. Das Kreuzpro-
dukt von [a], [b] sei definiert als

[a] X [b] :=[a x b]

falls es existiert, d.h. falls a X b # 0.

Bemerkung 1.2 Das Kreuzprodukt zweier projektiver Punkte ist wohldefiniert, d.h. unabhingig von den
gewahlten Repréasentanten:

Seien [a], [a’], [b],[b’] € P? mit [a] = [a’] und [b] = [b’], d.h. es gibt A, u € R\{0}, sodass a = Aa’
und b = ub’. Damit ist

0#axb=(Aad)x (ub)= Au (@ x b
~—~—
#0
= 0#a xb

d.h. [a x b] existiert genau dann, wenn auch [a’ x b’] existiert, und es folgt
[ax b]=[(Aa’) x (ub)] =[Au-(a’ x b)] = [a’' x b].

Definition 1.3.
1. Sei X eine R3-wertige Variable. Dann ist X ein Kreuzprodukt-Term iiber R3,
2. Sei X eine P?-wertige Variable. Dann ist X ein Kreugprodukt-Term iiber P2.
3. Sind s, t Kreugprodukt-Terme iiber R, so ist auch (s X t) ein Kreugzprodukt-Term iiber R>.

4. Sind s, t Kreuzprodukt-Terme iiber P, so ist auch (s X t) ein Kreuzprodukt-Term iiber P2.

Bemerkung 1.4 Im Folgenden wird von einem Kreuzprodukt-Term statt von einem Kreuzprodukt-Term
iiber R® bzw. P? gesprochen. Es wird sich aus dem Sinnzusammenhang ergeben, ob Terme iiber R* oder
P2 betrachtet werden.

Beispiel 1.5 Seien X1,...,X, R>- (oder P2-) wertige Variablen. Dann gilt:
a) X, ist ein Kreuzprodukt-Term.
b) X, X X, ist ein Kreuzprodukt-Term.
c) (X; xX3) x (X, x (X4 x X)) ist ein Kreuzprodukt-Term.
d) X; x X, + X3 x X, ist kein Kreuzprodukt-Term.
e) (X;,Xs) ist kein Kreuzprodukt-Term.

f) 5-X; X X, ist kein Kreuzprodukt-Term.




Fiir Kreuzprodukte in R? gilt folgende niitzliche Rechenregel, die man leicht durch Nachrechnen beweist:

Lemma 1.6 Seien a, b,c € R3. Es gilt

ax(bxc)=(a,c)-b—{a,b)-c.

Eine weitere einfache, aber wichtige Eigenschaft des Kreuzprodukts in R? ist seine Vertauschbarkeit mit
Drehungen:

Lemma 1.7 Seien a, b € R® und 2 € SO(3). Dann gilt

9(a xb)=9(a) x 2(b).

Beweis: Seien ej, e, e die Standardbasisvektoren von R3. Es gilt

o o([$0e) (5))

Damit geniigt es, die Behauptung fiire; X e; (i,j € {1,2,3}) zu zeigen.
Da {e;, ey, e5} eine Orthonormalbasis ist, gilt dies auch fiir {2(e;), 2(e,), 2(e3)}, und damit gilt

P(e;xe)) = D(e)*xD(e;)
=4
(2(e; xe), 2(er)) = (2(e;) x D(e;), 2(er)) Vke{l,2,3}

Sei also k € {1, 2, 3} beliebig. Da Drehungen das Skalarprodukt invariant lassen, gilt dann

(2(e;) x D(e)), 2(er)) = det(2(e;), 2(e;), 2(er))

det(2(e;, e;, ex))

= det(2) - det(e;, e;, ;)
=1

= det(e;, ej, ex)

= (e; Xej, e)
= (9(e; xej), 2(er)),

wobei mit det(a, b, c) die Determinante der Matrix gemeint ist, die entsteht, wenn man die Vektoren
a, b, c in die Spalten einer Matrix schreibt. O

Als einfache Konsequenz dieses Resultats ergibt sich, dass auch beliebige Kreuzprodukt-Terme mit Dre-
hungen vertauschen:

Korollar 1.8 Fiir einen beliebigen Kreuzprodukt-Term t(X,...,X,) und xq,...,x, € R®\{0} gilt

D(t(x1,...,x,)) =t(D(x1),...,2(x,)).




Beweis: Mit Induktion iiber die Anzahl der Kreuzprodukte. O
Im Folgenden soll ebenfalls von der Drehung eines projektiven Punktes gesprochen werden kénnen.

Definition 1.9. Sei 2 € SO(3), a € R3\{0} und [a] die zugehdrige Aquivalenzklasse in P2, Die Drehung
von [a] sei definiert als

2(la]) :=[2(a)].

Bemerkung 1.10 Auch dieses Konzept ist wohldefiniert:
Seien dazu a, b € R®\{0} mit [b] = [a], d.h. es gibt ein A € R\{0}, sodass a = Ab. Dann gilt

[2(a)] = [2(Ab)] = [A2(b)] = [2(D)],

d.h.
2([a])=2([b)),

sodass die Drehung einer Aquivalenzklasse unabhingig vom gewihlten Reprisentanten ist.

Analog zu Lemma 1.7 gilt
Lemma 1.11 Seien [a],[b] € P? und 2 € SO(3). Dann gilt

2(la]) x 2([b]) = 2([a] x [b]),

d.h. Kreuzprodukte und Drehungen vertauschen auch im projektiven Fall.

Beweis:
9(la)x 2([b) = [92(0)] x [2(b)]
Y [(9(@) x (2(b))]
= [9(axb)]
= g(lax b))
Def

2(la] x [b])

Korollar 1.12 Auch hier folgt damit fiir einen beliebigen Kreuzprodukt-Term ¢(X;,...,X,) und
[x1],..., [x,] € P?

2(t([x1],-., [ 1)) = t(2([x1 D), ..., 2([x,])).
Beweis: Mit Induktion iiber die Anzahl der Kreuzprodukte. O

Mit Hilfe der bisherigen Vorbereitung kann man verschiedene Erfiillbarkeitsprobleme von Kreuzprodukt-
Termen definieren:




Definition 1.13.

a) SAT, .= {{t(Xy,...,X,)) | t(Xq,...,X,) ist ein Kreugprodukt-Term,
es gibt x1,...x, € R3\{0}, sodass t(x1,...,x,) = e3}

b) SAT, :={(t(Xy,...,X,)), s(Xy,..., X)) | t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,) sind Kreuzgprodukt-Terme,
es gibt x1,...x, € R3\{0}, sodass t(x1,...,x,) =s(xq,...,x,) # 0}

C) SAT3 = {( t].(Xll . .,Xn), S].(X]J . .,Xn), ceey tm(X]_, . .,Xn), Sm(XlJ . .,Xn)> |
t1( X1, X)) et (X e X)), $1(X s e, X ) S (X, -, X )
sind Kreuzprodukt-Terme, es gibt x1, ... x, € R3\{0}, sodass
ti(x1,..x,) =58;(x1,...,x,) #0 Vie{l,...,m}}

d) SAT, = {{t;(X1,...,X), s1(Xq,-..,X)0O...0t (X, -+, X)), S(X g, -, X)) |
(X1, s X))y bt (X, X)), S1(X s o5 X )y e 5 S (X 5 -5, X))
sind Kreuzprodukt-Terme, es gibt x1, ... x, € R3\{0}, sodass
t1(xq,...,x,) =51(xp,...,x,)#0 O...0
tn (X100 x,) =8,(xq,...,x,) # 0}
wobei O € {V, A}, und in den Eingabetermen die Prioritdt der logischen Verkniipfungen A und V durch
Klammerung eindeutig festgelegt ist.

e) SATs :={{t;(X1,...,X)0s1(Xp,....X,)O...06,(X1, ..., X)) 05,(X1, .., X)) |
t1 (XL XDy e b (X e 3 X0 $1 X1y e s X, e s S (X, -, X))
sind Kreugzprodukt-Terme, es gibt x1, ... X, € R3\{0}, sodass
0#t(xq,...,x,)081(x1,...,x,)#0 0O...0O
0# t,(xq,...,x,)08,(x1,...,x,) # 0}
wobei O € {V, A}, ¢ € {=,#} und in den Eingabetermen die Prioritdt der logischen Verkniipfungen A
und V durch Klammerung eindeutig festgelegt ist.

f) SATp = {{t(Xy,...,X,)) | t(Xq,...,X,) ist ein Kreuzgprodukt-Term,
es gibt [x1],...[x,] € P2, sodass t([x;],...,[x,]) = [e3]}

g) Wiein f) sei SAT;» analog zu b) bis e) definiert als das jeweilige Erfiillbarkeitsproblem, wobei nun nach
der Existenz von [x1],...,[x,] € P? gefragt wird, und die Bedingung, dass die ausgewerteten Terme
nicht 0 sein diirfen, durch die Bedingung der Existenz aller ausgewerteten Kreuzprodukt-Terme ersetzt
wird.

h) SAT,p« := {(t(X1,...,X,), s(Xq,..., X)) | t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,,)
sind Kreuzprodukt-Terme, es gibt [x1],...[x,] € P?

sodass t([x1],...,[x,]) #s([x1],...,[x,]) und
t([xq], ..., [xn]), s([x1],..., [x,]) existieren}

Beispiel 1.14 Es gilt t(X,X,) := (((X; x (X; X X5)) X X;) x (X; X X,)) ¢ SAT;, denn fiir beliebige
a, b € R®\{0} folgt mit Lemma 1.6

t(a,b) = ((ax(axb))xa)x(axb)
= —(ax(ax(axb)))x(axb)

Y _(a-{a,axb)—(axb)-{a,a)) x (axb)
= A-(axb)x(axb)

= 0

# e,




Bemerkung 1.15 Fiir alle Kreuzproduktgleichungen in SAT; fiir i € {1,...,4} folgt, dass diese auch in
SAT;y liegen: Gibt es eine Variablenbelegung xi,...,x, € R3\{0}, sodass die Auswertung der Terme
gleich, aber ungleich 0 ist, so sind die Terme mit dieser Variablenbelegung insbesondere linear abhéngig,
und das Einsetzen von [x;],..., [x,] € P? fiihrt zur Gleichheit der Terme iiber P2. Wegen der Bedingung,
dass sie iiber R® betrachtet nicht 0 sein diirfen, existieren diese auch in P?2.

Dies konnte zu dem Schluss verleiten, dass (eine) Kreuzproduktgleichung(en) genau dann in SAT; (fiir
i €{l,...,4}) liegt, wenn diese auch in SAT;» enthalten ist. Folgendes Beispiel zeigt, dass dies jedoch
nicht der Fall ist.

Beispiel 1.16 Sei t(X;,X,) := (X; X X,) und s(X;,X,) := (X, x X;). Dann gilt
(t(X1,X5), s(X1,X,5)) €SATy  und  (t(X;,X,), s(X1,X,)) & SAT,,

denn x; X x, = —x, X x; fiir alle x;,x, € R3, sodass die Gleichheit der Terme iiber R*\{0} nur im
ausgeschlossenen Fall x; x x, = 0 = —x, X x; erfiillt wird. Uber P? gilt jedoch

[x1 X x3] = [x1] X [x5] = [=x3] X [x1] = [x5] x [x1] = [x5 X x1]

fiir alle [x;], [x,] € P?, sodass insbesondere eine erfiillende Variablenbelegung existiert.

Somit sind diese Erfiillbarkeitsprobleme von Kreuzprodukt-Termen echt verschieden, und es stellt sich
die Frage, ob sie polynomialzeitdquivalent sind oder eines der Probleme echt schwerer ist als die anderen.
Im folgenden Kapitel werden die Beziehungen zwischen diesen verschiedenen Erfiillbarkeitsproblemen
untersucht.




2 Reduzierbarkeit zwischen verschiedenen
Erfullbarkeitproblemen von
Kreuzprodukt-Termen

Betrachtet man die Definitionen der verschiedenen Erfiillbarkeitsprobleme, so fillt auf, dass zunehmend
kompliziertere Kreuzprodukt-Terme bzw. immer mehr logische Verkniipfungen von aus Kreuzprodukt-
Termen bestehenden Gleichungen zugelassen werden. Dies fiihrt zu der Vermutung, dass diese auch
entsprechend polynomiell reduzierbar sein sollten. Um dies im Folgenden zeigen zu kénnen, wird noch
einmal die Definition der polynomiellen Reduzierbarkeit wiederholt.

Definition 2.1. Seien A, B Entscheidungsprobleme. Man nennt A polynomiell reduzierbar auf B, wenn es
eine von einer deterministischen Turingmaschine in polynomieller Zeit (gemessen in der Ldnge der Eingabe)
berechenbare Funktion f gibt, fiir die

X €A = f(x)eB

gilt. Man schreibt hierfiir A<, B.

2.1 Reduktionen zwischen reellwertigen Erflillbarkeitsproblemen

Proposition 2.2 Es gilt:
SAT, <p SAT, <p SAT; <, SAT, <, SAT;.

Beweis:

a) SAT, <p SAT, :
Sei f(t(Xy,...,X,)) == (t(Xq,...,X,),Xn41), Wobei X, ; mit keiner der Variablen aus t(X;,...,X,)
iibereinstimmt. f ist offensichtlich in polynomieller Zeit berechenbar.

Sei t(X;,...,X,) € SAT;, d.h. es gibt xq,...,x, € R*\{0}, sodass t(x;,...,x,) = e; gilt.
Dann gilt fiir diese x;,...,x, und x,,; := e; € R3\{0} t(xy,...,X,) = X,41, und damit folgt
(t(Xy, ..., X,), X 1) € SAT,.

Sei nun umgekehrt (t(X,...,X,),X,11) € SAT,. Dann gibt es xi,...Xx,,; € R*\{0}, sodass
t(x1,...,X,) = Xp41- Sei 2 die Drehung, die x,,, auf e; dreht, d.h. 2(x,,,;) = e;. Dann folgt
mit Korollar 1.8

HD(x1),. .., 2(x) = D(t(xy,...,x)
2 9(xpen)
Ann
= es

sodass t(X,...,X,) € SAT; gilt.
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b)

)

d)

SAT, <p SAT;:
Sei f((t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,)) = (t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,)), d.h. f ist die Identitatsfunk-
tion. Diese ist trivialerweise in polynomieller Zeit berechenbar.

Sei (t(X;,...,X,), s(Xq,...,X,)) € SAT,, d.h. es gibt xq,...,x, € R3\{0}, sodass t(x;,...,x,
s(x1,...,x,) # 0. Diese xq,...,x, € R®\{0} erfiillen somit auch t;(x1,...,x,) =s;(x1,...,x,)
fiir alle i € {1}, und damit folgt f (t(Xy,...,X,), s(X;,...,X,,)) € SAT;.

o |l

)
"

Gllt f(t(Xl,...,Xn), S(Xl""JXn)) = (t(Xl""’Xn)’ S(Xl,...,Xn)) S SATB, SO glbt €S X1,...,Xp S
R3\{0}, sodass t(xq,...,x,) =s(xq,...,x,) # 0, und damit (t(Xq,...,X,), s(X1,...,X,)) € SAT,.

SAT, <), SAT,:
Sei

flt1(Xy, 0 X)), s1(X g, o0, X)), ot (X, oo, X)), 5 (X, -, X))
= (tl(X15 . .,Xn), Sl(Xlﬁ oo .,Xn) AN tm(Xlﬁ‘ . .,Xn), Sm(Xl? .o 'JXH))'

Eine Turingmaschine kann dies in polynomieller Zeit berechnen.

Gilt (t;(X1,.- -, X)), $1( X1, -, X0y o5 t (X -+, X)), S(X 4, - - ., X)) € SAT, so gibtes x1,...,x, €
R3\{0}, sodass t;(xq,...,x,) = s;(x1,...,x,) # O fiir alle i € {1,...,m}. Dann gilt fiir diese
X1,...,X, € R3\{0} auch t;(xq,...,x,) =5;(x1,...,%,) ZOA.. At (x1,...,%,) =8, (x1,...,%x,) #
0, und somit f(t;(X1,...,Xn), $1(X1, 5 X0)s o t(Xes -, X)), $S(Xq, - -, X)) € SAT,.

Ist f(t1(Xq,. -, X0, s1(X 1o 5 X))y oo st (X s o0, X)), S(Xq, ..+, X)) € SAT,, so gibtes x4,...,x, €
R3\{0}, sodass t1(x1,...,%,) = s1(x1,...,X,) # OA ... A tp(xy,...,x,) = sp(xq,...,%,) #
0. Damit gilt t;(xq,...,x,) = s;(x1,...,x,) # 0 fiir alle i € {1,...,m}, und es folgt
(X gy s XD 51Xy X)X o, X)), S(X o, - -+, X)) € SATS.

SAT, <p SAT:
Sei

F K e s X)), 51Ky X )T D (K XDy 50 (Koo, X))
= (tl(X1> .. .,Xn) = 51(X1> . .,Xn)l:‘ ... tm(Xl’ LR ,Xn) = Sm(Xlﬁ .. 'JXn))r

wobei die notwendige Klammerung zur eindeutigen Festlegung der Prioritdten der logischen Ver-
kniipfungen A und V unverdndert {ibernommen wird.
Auch diese Funktion kann eine Turingmaschine in polynomieller Zeit berechnen.

Fir (t;(Xq,...,X,), s1(Xq, ..., X,)0...0t,(Xq, ..., X,), s;m(Xq, ..., X,)) € SAT, gibtes xq,...,x, €
R3\{0} mit t;(xq,...,Xx,) =s;(x1,...,x,) Z00...0¢t,,(x1,...,x,) =5,(x1,...,x,) # 0 unter Ein-
haltung der durch die Klammerung eindeutig vorgegebenen Priorititen der logischen Verkniipfun-
gen A und V. Damit folgt direkt

Flt, (X, X, 51X, .., X)) 0. .. O, X, sm(X, ..., X,,)) € SATS.

Gilt f(t;(Xq,...,Xn), s1(Xq,....X,)0...0t,(Xq,...,X,), s;m(Xq,...,X,)) € SATs, so gibt es
X15eee, X, € RE\{0} mit t1(xq,...,x,) =5,(x1,...,%,) Z00...0t,(x1,...,x,) =8, (x1,...,%x,) #
0 unter Einhaltung der durch die Klammerung eindeutig vorgegebenen Prioritdten der logischen

Verkniipfungen A und V, sodass
(t,(Xp, 0, X,), 51X, -, X ) 0. Ot (X s, X, Sm(X1s - .., X)) € SAT,.
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2.2 Reduktionen zwischen projektiven Erfiillbarkeitsproblemen

Da die entsprechenden projektiven Erfiillbarkeitsprobleme sehr dhnlich definiert sind, kann man vermu-
ten, dass die entsprechenden polynomiellen Reduktionen ebenfalls moglich sind. Dies ist tatsdchlich der

Fall.

Proposition 2.3 Es gilt:

SATp <p SATyp <p SATsp <p SAT, <p SATsp.

Beweis:

a)

b),

SATlp Sp SAsz:
Sei f(t(Xy,...,X,)) = (t(Xy,...,X,), Xpqp) mit X, ; # X, fiir alle i € {1,...,n}. Dies kann eine
Turingmaschine in polynomieller Zeit berechnen.

Sei t(X1,...,X,) € SATy,. Dann gibt es [x;],...,[x,] € P2, sodass t([x;],...,[x,]) = [e;] gilt.
Fiir diese [x],...,[x,] € P* und [x,,,] = [e;] gilt dann auch t([x;],...,[x,]) = [x,41], sodass
f(t(Xh . 'JXn)) € SATZP-

Sei f(t(Xy,...,X,)) € SAT,p, d.h. es gibt [x;],...,[x,4+1] € P?, sodass t([x;],...,[x,]) = [x41]
gilt. Sei 2 eine Drehung mit 2([x,,,]) = [es]. Es folgt

(@2([x1]),. .., 2([x,0) = 2(e([xy],..., [x,]))
g ([xn1])
= [53],

d.h. es gibt [x],..., [x,] € P?, sodass t([x;],...,[x,]) = [e3], und damit t(X;,...,X,) € SATp.

c) und d) zeigt man analog zu den Beweisen von Proposition 2.2 b), ¢) und d). Hier wird nur
exemplarisch die Reduktion von SAT,» auf SATs» gezeigt:

Sei f((t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,))) := (t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,,)), d.h. f ist wie im Beweis von
Proposition 2.2b) die Identitdtsfunktion. Auch der Beweis, dass dies die gewiinschte Reduktions-
funktion ist, verlauft analog:

Sei (t(X4,...,X,), s(Xq,...,X,)) € SAT,, d.h. es gibt [x;],...,[x,] € P2, sodass t([x;],...,[x,])
und s([x;],...,[x,]) existieren, und t([x;],...,[x,]) = s([x;],...,[x,]) gilt. Fir diese
[x1],...,[x,] € P? existieren somit t;,([x;],...,[x,]) und s;([x;],...,[x,]), und es gilt
ti([x1],..., [x,]) =s;([x1],. .., [x,]) fur alle i € {1}, sodass

fltXyq,...,X,), s(Xq,...,X,)) € SAT5 folgt.

Gilt f(t(Xq,...,X,), s(Xq,..., X)) =(t(Xq,...,X,), s(Xq,...,X,)) € SAT4p, so gibt es
[x1],...,[x,] €P? sodass t([x;],...,[x,]) =s([x;1],...,[x,]) gilt und die Auswertung der Terme
wohldefiniert ist, und damit folgt (¢t(X,...,X,), s(X,...,X,,)) € SATyp.

O]

2.3 Reduktionen zwischen reellwertigen und projektiven Erfiillbarkeitsproblemen

Die obigen Resultate sind aufgrund der Definition der jeweiligen Erfiillbarkeitsprobleme zu erwarten
gewesen und stellen in einem gewissen Sinne ,triviale“ Reduktionen dar. Im Folgenden wird klar werden,
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dass man auch eine ganze Reihe nichttrivialer Aussagen dieser Art erhalten kann. Das folgende Theorem
stellt erstmals eine Verbindung zwischen einem der Erfiillbarkeitsprobleme von Kreuzprodukt-Termen
iiber R® und zwei projektiven Erfiillbarkeitsproblemen her.

Theorem 2.4 Es gilt:

Bewelis:

a.1) SAT,p+ <, SAT;:
Die gesuchte Reduktionsfunktion ist gegeben durch

fls(Xq,- s X)), t(Xq, -0, X)) i=s(Xq, .., X)) X t(Xq, .., X))

Sie ist in linearer Zeit berechenbar und liefert das richtige Ergebnis, denn es gilt:

Ax1],..., [x,] €P? s s([xq],..., [x,]), t([x1],..., [x,]) existieren,

s([Xl:Ia"': [xn]) ;é t([xl])"': [xn])

=
Ax1],...,[x,] €P?: [s(xq,...,x,)], [t(xq,...,X,)] existieren,
[s(xy,.ex)] # [t(xg, .- x)]

=
Ixq,...,x, €ER3\{0} : s(xq,...,x,) #0#t(xq,...,X,),
s(xq,..,x,) # At(xq,...,x,) YVAeR\{0}

=

Ixq,.. ., x, €ER3I\{0} 1 s(xq,...,x,) X t(x1,...,x,) #0
=

Fxq,. s X1 €ERIN{O} 1 s(xp, .00, %) X t(xq,. 05 X0) = Xt
=

Ax1,..., X1 € R3\{0}, 32 Drehung: 2(s(xq,...,x,) X t(x1,...,%,)) = D(x,41) = €3
(=4

Ix1, ..., X1 € R?\{0}, 32 Drehung: s(2(x,),...,2(x,)) X t(2(x1),...,D(x,)) = e;
=

Jxq,...,x, €RIN{0} 1 s(xq,...,x,) X t(X1,...,X,) = es.

a.2) SAT; <p SAT,p+:

Sei

f(t(Xln"'rxn)) = {

falls es zwei Kreuzprodukt-Terme
(uXyq,..., X)), v(Xq, .-, X)), u(Xq,...,X,), v(Xq,...,X,) gibt,

sodass t(X,...,X,) =

u(Xq,...,X,) xv(Xy,...,X,)

falls t(X,...,X,) nur aus
(X1, X)X g 1) einer Variablen besteht,
X .41 neue Variable

Da die Klammerung eines Kreuzprodukt-Terms eindeutig festlegt, in welcher Reihenfolge die Kreuz-
produkte ausgefiihrt werden, kann eine Turingmaschine, indem sie den Term einmal liest und dabei
die geoffneten und wieder geschlossenen Klammern mitzihlt, feststellen, welches Kreuzprodukt
zuletzt ausgefiihrt wird. Damit ist diese Funktion in polynomieller Zeit berechenbar.

Durch Riickwartslesen des Beweises aus a.1) folgt, dass sie das richtige Ergebnis liefert.
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Sei f(t(Xq,...,X,)) = t(Xy,...,X,) die Identitdtsfunktion. Diese ist trivialerweise in polynomiel-
ler Zeit berechenbar.

Ist t(Xy,...,X,) € SATy, so gibt es x;,...,x, € R®\{0}, sodass t(x;,...,x,) = e; gilt. Dann exis-
tieren [x,],...,[x,], und es gilt t([x;],...,[x,]) = [e;]. Insbesondere ist t([x;],...,[x,]) =
[t(xq,...,x,)] € P2 Insgesamt folgt t(X;,...,X,) € SATp.

Sei nun t(X,...,X,) € SAT;p. Dann gibt es [x;],...,[x,] € P2, sodass t([x;],...,[x,]) = [es].
Damit gilt t(x,...,Xx,) = Ae; fiir beliebige Reprasentanten x; € [x;],..., X, € [x,] und ein zuge-
horiges A € R\{0}. Skaliert man diese x,...,x, entsprechend, so erhélt man x7,...,x/ € R3\{0}
mit t(x7,..., X)) = es. Also gilt t(Xy,...,X,) € SAT;.

b.2) SATlp SP SATl:
Setzt man wieder f(t(X4,...,X,)) := t(Xy,...,X,), so folgt die Behauptung mit dem unverander-
ten Beweis aus b.1).

O]

Um den Beweis des nachfolgenden Theorems iibersichtlicher zu machen, wird die folgende Hilfsaussage
benotigt:

Lemma 2.5 Sei {a;,a,,as} eine Orthonormalbasis von R® und s € R*\{0}. Dann gibt es Drehungen 2,
sodass

a; X s =(2; o Py )(s) firallei € {1,2,3} und i #j#k #1,
wobei Pj,(s) die orthogonale Projektion von s auf die a;-a,-Ebene ist.

Beweis: Sei a; € {a;,a,,a3}, 2 eine Drehung mit 2(a;) = e; und P, die orthogonale Projektion auf die
e;-e,-Ebene. Dann gilt

a;xs = 97'9(a; xs)
= 971(2(a) x 2(s))
N

=’

= 97 (e3x5s)
N
= 9 s
0

0 -1 0 100

= 911 0 o0 010 |s
0 0 1 000
:‘f@ :;22

= 97'9P,9(s)
= 92°'99 97'P,9(s)
WN_/H/—/

= 9P(s),
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wobei 2 wieder eine Drehung und P die gewiinschte orthogonale Projektion ist:
Wegen

(27'P,2)*

-1 -1
27'P,297'P/,9
_ —1p/ p/
= 9 "P,P,9
_ —1p/
= 97'P,9

und

Tp'Tror—1NT
9 Plz(@ )
_ -1 TT
= 9 P1’2@
_ —1p/
= 9 P12@

(27'P,2)"

ist P eine orthogonale Projektion. Weiter gilt
P(a)=27'P/,2(a)) =27 P|,e5 =0,
~—~—
=0
und mit
{a} ={27'2a} = {2 e} = 27 ez} = 27 (spaniey, e,})
folgt fiir c = 27 (dye; + dye,) € {a}*

~

Pc = 97'P,297'(d,e, + dyey)
== @_1p1/2(d1€1 + dzez)
= @_l(dlel + dye,)

= C’

sodass P = P miti# j #k #1 fiir q; € {ay,ay, a3} gilt. O

Wir sind nunmehr in der Lage, das folgende Resultat zu beweisen, welches erstmals einen Zusammen-
hang zwischen komplizierteren reellen und projektiven Erfiillbarkeitsproblemen herstellt.

Theorem 2.6 Es gilt:
SAT,p <p SATs;.

Beweis:
Die Reduktion basiert auf der Tatsache, dass die Auswertungen von zwei Kreuzprodukt-Termen genau
dann linear abhingig (und ungleich null) sind, wenn es eine Orthonormalbasis {a;, a,, a;} von R® sowie
zu diesen Basisvektoren parallele Vektoren b, b,, b5 gibt, sodass

a; Xs(xq,...,x,)=Db; x t(xq,...,x,) firalleie{1,2,3} (%)
gilt und alle diese Kreuzprodukte nicht 0 sind.

Die Existenz einer Orthonormalbasis kann durch die Kreuzproduktgleichungen

Jaj,a,,a; €R3\{0}: ay=a,xa; A ay=azxa; A a3=a; Xa, (%)
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ausgedriickt werden:
Es ist klar, dass fiir beliebige i, j, k € {1,2,3} mit i # j # k # i a; senkrecht auf a; und a; steht. Normiert
man nun die 3 Gleichungen, erhilt man

layll = llay % asll = llazll - llas|l — l[{az, as)ll = llazll - las]|
lasll = llas % ay |l = llasll - lla; || = |{as, ap)ll = llasl - la,
lasll = lla; % ayll = llayll - llall — {ay, az)ll = llay [ - llaz|l
und es folgt
lla:ll = llasll = [lasll = 1,

sodass die Vektoren a;, a,, a; eine Orthonormalbasis bilden.
Die Existenz der dazu parallelen Vektoren b, b,, b; erhdlt man durch die Bedingungen

3C1,C2,C3,d1,d2,d3ERS\{O} . blzcl X dy A bl :dl Xa3
A by=cyxa; A by=d,Xxa; (% %)
AN b3:C3><a1 A\ b3:d3><a2
Sie stellen sicher, dass b; fiir jedes i € {1,2,3} und i # j # k # i senkrecht auf a; und q; steht. Da
{a;, a,,a5} eine Orthonormalbasis ist, stehen diese Vektoren paarweise senkrecht aufeinander, sodass

b; € {a;, a,}* = span(a;), und damit ist b; parallel zu a;.

Insgesamt ergibt sich folgende Reduktionsfunktion:

fls(Xq,...,X,), t(Xy,...,X,)) = a,=a,Xas; A ay=dazXa; A a3=4a;Xda,
AN by=c;xay, AN by=dyXa3; A by=cyXa
AN by=dyxas; AN by=c3Xxa;, A by=d;Xxa,
AN a; xs(Xq,...,X,)=by xt(Xy,....,X,)#0
A a, xs(Xq,...,X,)=by xt(Xy,....,X,)#0
A ag xXs(Xq,...,X,)=by xt(Xy,...,X,)#0

Die Berechnung dieser Funktion ist in polynomieller Zeit moglich (wobei die Turingmaschine eigentlich
Xpi1,---,Xnyo anstelle der a;, b; und c; verwendet, diese werden hier nur zur besseren Lesbarkeit des
Beweises beibehalten), und es bleibt nur die Aquivalenz zu zeigen:

Sei also (s(X3,...,X,), t(Xy,...,X,)) € SAT,r. Dann gibt es [x;],..., [x,] € P?, sodass [s(x1,...,X,)] =
[t(xq,...,x,)], d.h. es gibt xq,...,x, € R*\{0} und ein A € R\{0}, sodass s(x1,...,x,) = At(xy,...,X,)
gilt.

Sei {a;,a,,a;} eine beliebige Orthonormalbasis des R>, fiir die weder a; noch a, noch a; parallel zu
s(xq,...,x,) ist, damit alle Kreuzprodukte in (*) ungleich O sind, und sei b, := Aa;, by := Aa, sowie
b; := Aas. Setzt man ¢; := —Aas, d; := Aa,, ¢, := Adas, dy = —Aa,, ¢3 := —Aay, d3 := Aay, so sind
(), () und (***) erfiillt und es folgt f (s(Xy,...,X,), t(X4,...,X,)) € SAT;.

Sei nun f(s(Xy,...,X,), t(X;,...,X,)) € SAT;. Dann gibt es (wegen (**)) eine Orthonormalbasis
{a;,a,,a;} und (wegen (* x *)) dazu parallele by, b,, by € R®\{0}, sodass

a; X s(xq,...,x,) =b; X t(xq,...,x,) = A;a; X t(xq,...,x,) =a; X A;it(xy,...,x,) Vie{l, 2,3}
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mit A;, A5, A3 € R\{0} gilt. Nach Lemma 2.5 gibt es dann Drehungen %;, sodass dies dquivalent ist zu
PPy (s(x1,...,x)) = DPy(Ait(xy,...,x,))  Vie{l,2,3}i#j#k#i
mit Pj; wie im Lemma. Durch Multiplikation der Gleichungen mit dem jeweiligen 2;” ! erhilt man
Py(sCxy, .., x,)) =Py Ai(t(xy,..0 %)) Vie{l,2,3},i#j#k#IL

Seien nun s'(xy,...,x,), t'(xy,...,x,) fiir i = 1,2, 3 die Koordinaten von s(x, ..., x,) bzw. t(xq,...,x,)
beziiglich der Basis {a;, a,,as}. Dann kann man die obigen Gleichungen schreiben als

sy, ., x)ay +5%(xg, .., x0)ay = Ag(tH(xq,..., x,)a; + t2(xq, ..., X,)a,),
Sl(xla'--zxn)al+53(x1:'--)xn)a3 = A‘Z(t'l(xln'--an)al_l_t?)(xlﬁ'”J-x‘n)afi)) (T)
A (t2(xy, ..., x,)ay + t3(xq, ..., x,)as).

$2 (X1, .0, X))y +53(Xq,. .0, X,)as

Durch Bilden der Skalarprodukte mit a;, a, und a5 folgt

sy, s X)) = Agt (g, ..., X)), 5201,y X)) = Agt2(xq, .., X)),
sy, s X)) = Agt (xq, ..y X)), 531,y X)) = Aot3(xq, .., X)),
s2(x1, ., X)) = A t2(xq, .., X)), $3(xq, s X)) = Ay t3(q, .., X)),

und damit
tl(xl,...,xn)’(kg_lz)zo, tz(xl,...,xn)'(Xg—Al):O, tg(xl,...,xn)'(kl_lz)zo.

Nun ist héchstens eines der t'(x1,...,x,) gleich 0:
Angenommen, es wére t'(xy,...,x,) = t’(x1,...,x,) =0 und i # j. Dann wiirde

0=t'(xy,...,x,)a; +t/(xq,.. 5 Xp)a; = Pit(xy, ..., x,)
und mit 2y, i # k # j, aus Lemma 2.5
0= P;jt(x1,.. 5 Xp) = @ X t(X1,...,X,) = Ay X (X1, ..., %,) = by X t(x7,...,X,)

folgen, im Widerspruch zur Annahme.
Also sind mindestens zwei der drei Gleichungen nichttrivial und es gilt A; = A, = A3 =: A. Setzt man
dies in die Gleichungen () ein und addiert diese, erhdlt man

2:-5(X1,000,x,) =2 A t(xq,...,X,),
also
[S(xla o 'an)] = [t(xl: .. -:xn)]:

und damit (s(Xq,...,X,), t(X;,...,X,,)) € SAT,p.
]

Auf analoge Weise erhéilt man nun die folgenden weiteren Reduktionen zwischen abermals komplizier-
teren Erfiillbarkeitsproblemen.
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Theorem 2.7 Es gilt:
SATs <p SAT; und SAT,» <p SAT,.

Beweis: a) Fur (s;(Xq,...,X,), t1:(X1, .., X)), o5 S (X715 -+, X)), t(Xq,...,X,)) € SATsp definiert man
die Reduktionsfunktion folgendermaf3en:

f(sl(Xlﬂ"'JXn)7 tl(Xh"'JXn)J"-75m(X15"':Xn)J tm(Xlﬁ"'JXn)) =
a;=a,Xas; AN ay=azXa; AN daz=a; Xday

1_ .1 1_ 41 1_ .1
A bl—Clxa2 A bl—dlxag A bz—szal

A\ b;=d21><a3 AN b;=C§Xa1 A b;:déxaz
A b'=cl'xa, A bI'=d"xa3; A b}=c)Xaq
A bY=d)'xa; A bil=cy'xa; A by=d)'xa,
1
A ap Xsp(xq,...,x,) = by X t1(x,...,Xx,) #0
1
A ay X sp(xq,...,x,) = by X t1(X1,...,Xx,) #0
A

az X s1(x1, ..., X,) = bl X t1(xq,...,x,) #0

AN ap Xs(xq,.. ., x,) = b Xt (X, x,) #0
AN Ay X sp(Xq,...,Xx,) = b X t,(xq,...,x,) #0
A ag X sp(xq,...,x,) = byt X t(xg,..0,x,) #O

Gilt nun (s;(Xq,..., X)), t1(X1, -, X)), -+ o5 8m(Xq, -, X)), t(Xq,...,X,)) € SAT5p, so gibt es (analog
zum Beweis von Theorem 2.6) x1,...,x, € R®und A!,..., A™ € R\{0}, sodass

s5; (1, .., x,) = At (%, ..., X,) Vie{l,...,m}.

Wihlt man nun eine beliebige Orthonormalbasis {a;,a,,a;} des R?, fiir die keiner der Basisvektoren
parallel zu einem der s;(X;,...,X,,),...,$p,(X1,...,X,,) ist (da m € N endlich ist, aber iiberabzihlbar
viele Orthonormalbasen existieren, gibt es eine solche Orthonormalbasis immer), und definiert

bi = liql, b_; = lliaz, bé = Aiqg,
¢ i=—Aas, c¢y:=2Aas, ¢y i=—A'ay,
dj :=A'ay, dy:=—-Ma;, dyj:=Aaq (fuirie{l,...,m}),

50 folgt £((51(X1s - X)s t1K1s e s Xy e ey Sm (X e v s Xy £ (X -5 X)) € SATS.

Der Beweis von

F(s1(Xs e X)), 61X e, X )y e ee 5 Sm (X gy o, X ), (X, -+, X)) € SAT,
U
(Sl(X17 .. .,Xn), tl(Xl’ .. .,Xn), .. .,Sm(Xl, .o .,Xn), tm(Xb .o .,Xn)) E SAT3p

erfolgt analog zu dem entsprechenden Teil des Beweises von Theorem 2.6, der nun fiir jeden ,Satz von
Variablen“ b}, b,, by, ¢, ¢;, c3, d}, dy, d3, A}, A, Ay miti € {1,...,m} gefiihrt werden muss.
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b) Fir (s;(Xy,...,X,), t;(Xq,...,X)0...05,(Xq,..., X)), t(Xq,...,X,)) € SAT,» passt man die Re-
duktionsfunktion folgendermalen an:

f((sl(X1>'--:Xn)1 tl(Xla'--JXn)D"'DSm(Xla'--:Xn)J tm(Xla-"axrz)) =
(a;=a,xa3; AN ay=a3Xa; A az3=a; Xa,)
A [ (b}zc%xaz A b}zdllxag A bézc;xal

A b;=d21><a3 A b;:C;Xal A b%Zd?}Xaz)

(bI'=c"xa, A b'=di"xaz; A by=cyxa

A by=dy'xa3 A by=cy'xa; A by=dxay) ]
A [ (ay X s1(x1, ..., %) = bl X t1(x1,...,%,) #0

A a2xs1(x1,...,xn):b;xtl(xl,...,xn);éo

A ag X $1(Xp,...,X,) = b; X t1(xq,...,x,) #0)

(a; X sp(xy,...,x,) = bl X t,,(x1,...,x,) #0
AN Ay X Sp(Xq,...,Xx,) =b) X t(xq,...,x,) #0

A ag Xsp(xq,...,x,) = by X t(xq,...,x,) #0) ]

wobei O € {V, A} mit der jeweiligen logischen Verkniipfung {ibereinstimmt, die durch den Index festge-
legt wird, und die Klammerung entsprechend unverdndert bleibt.

Dass diese Reduktionsfunktion das richtige Ergebnis liefert, zeigt man analog zum Beweis von Theorem
2.6 bzw. analog zu dem obigen Teil des Beweises von SAT;y <, SAT;, da nur an den entsprechen-

den Stellen die logische Verkniipfung A durch Vv bzw. im Fliesstext ,,und“ durch ,oder” ersetzt und die
entsprechende Klammerung mitgefiihrt werden muss. O

Theorem 2.8 Es gilt:
SATsp Sp SAT4.

Beweis: Einen direkten Beweis kann man (nach leichten Anderungen) durch Kombination der Ideen fiir
die Reduktionsfunktionen aus den Beweisen der Theoreme 2.7 (SAT,r <p SAT,) und 2.4 (SAT,p+ <p
SAT;) sowie der Proposition 2.2 (SAT; <, SAT,) erhalten. Die Aussage folgt aber auch (wegen der
Transitivitat der Reduktionen) aus SAT,r <p SAT, (Theorem 2.7) und dem folgenden Theorem 2.9: [J

Theorem 2.9 Es gilt:
SATsp <p SAT,p.

Beweis: Die folgende Reduktion besteht aus einer Kombination der Ideen fiir die Reduktionen von SAT,»
auf SATsp, SAT,p+ auf SAT;, SAT; auf SAT;, und SAT;p auf SAT,p.
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Sei

Ft, Xy, X)) 051Xy, o, X )0 Ot (Xys o X)) 05m(X s -, X))
= Tl(X]_, . ';Xn+m)|:| ...d Tm(Xl) . '7Xn+m)

wobei wie bisher O € {V,A} und o € {=,#} gilt, die Prioritdit der logischen Verkniipfungen
durch Klammerung eindeutig festgelegt ist und von der Reduktionsfunktion unverdndert bleibt, und
T;(X1,...,Xnm) folgendermallen definiert wird:

f falls ¢ in
tj(Xlﬁ"'ﬁXn) :sj(Xli""Xn)ﬁ tj(Xl""5Xn)<>sj(X1)"'7Xn)
dem Gleichheitszeichen

T (X1, s Xngm) 7= 4 entspricht

tj(Xl""JXn)ij(Xl"">Xn):Xn+j) sonst

Da die Turingmaschine hierfiir nur den Code jedes #-Zeichens durch den Code des Kreuzproduktzei-
chens ersetzen, vor der nichsten logischen Verkniipfung den Code eines Gleichheitszeichens und der
neuen Variable einfligen und sonst alles unverdndert auf das Ausgabeband abschreiben muss, ist diese
Reduktionsfunktion in polynomieller Zeit berechenbar.

Sei f(t;(Xy,...,X,) ¢ $1(Xyq,...,X,)0...0t,(Xq,...,X,) ¢ 5,(Xq,...,X,)) € SAT,. Dann gibt es
[x1],.+., [Xpym] € P, sodass Ty([x1],..., [Xpem)O...OTm([x1],..., [Xn4m]) mit entsprechender
Klammerung erfiillt (und die Bedingung der Existenz der Auswertungen der Kreuzprodukt-Terme nicht
verletzt) wird. Damit gibt es also eine (von [x;],...,[X,+m] sowie der Klammerung und den logi-
schen Verkniipfungen A und Vv abhéngige) Teilmenge M C {1,...,m}, sodass [x;],..., [X,,] fiir alle
T;(Xy,...,Xp4m) mit j € M eine erfiillende Belegung ist und die Auswertungen der Kreuzprodukt-Terme
existieren.

Da die Reduktionsfunktion an der Klammerung und den logischen Verkniipfungen nichts verdndert
hat, geniigt es, eine erfiillende Belegung fiir alle Gleichungen und Ungleichungen' t;(Xq,...,Xp) ©
$;(Xq,...,X,) mit j € M zu finden.

Diese ist durch [x;],...,[x,] gegeben: Im Fall, dass ¢ dem Gleichheitszeichen entsprach, hat die Re-
duktionsfunktion nichts verdndert, sodass die Bedingungen trivialerweise erfiillt bleiben. Anderenfalls
existiert t;([x;],...,[x,]) xs;([x1],..., [x,]) nach Vorraussetzung. Damit existieren insbesondere auch
ti([x1],..., [x,]) und s;([x;],..., [x,]), und es gilt t;([x,],...,[x,]) # s;([x1],..., [x,]). Also gibt es
[x1],...,[x,] €P?, sodass ti(Xy,...,X,)0s;(Xq,...,X,) flr alle j € M gilt und die Existenzbedingungen
erflillt werden, und es folgt t;(X;,...,X,)¢s;(Xq,...,X)0...0¢t,(X1,...,X,)05,(X7,...,X,) € SATsp.

Sei t;(X4,...,X,) ¢ s1(X4,...,X,)0...0¢t,(Xq,...,X,) ¢ s,(Xq,...,X,,)) € SATsp. Dann gibt es
[x1],...,[x,] € P?, sodass eine von der Belegung der Variablen sowie der Klammerung und den lo-
gischen Verkniipfungen festgelegte Teilmenge N der Gleichungen und Ungleichungen gelten und die
entsprechenden Existenzbedingungen erfiillt werden. Sei M definiert als die Menge der Indizes, fiir wel-
che die zugehorige Gleichung bzw. Ungleichung in N enthalten ist. Wie oben geniigt es wieder, eine
Belegung [x;],..., [X,4+m] € P? zu finden, sodass fiir alle j € M die Gleichungen T;([x11, -5 [Xngm])
gelten und die Existenzbedingungen erfiillt sind.

Sei t;(Xq,...,X,) ¢sj(Xy,...,X,) flir ein beliebiges j € M so, dass ¢ dem Gleichheitszeichen entspricht.
Dann #ndert die Reduktionsfunktion nichts, und [x;],...,[x,] € P? wie oben erfiillen alle geforder-
ten Bedingungen. Da diese Gleichungen von [x,,,],..., [X,4+m] unabhingig sind, konnen diese von den

1 Mit "Ungleichung" ist in der gesamten Arbeit # gemeint, nicht, wie normalerweise iiblich, <
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entsprechenden Ungleichungen festgelegt werden, ohne dass dies die Erfiillbarkeit der Gleichungen be-
einflusst.

Sei nun t;(Xy,...,X,) ¢s;(X;,...,X,) fir ein beliebiges j € M so, dass ¢ dem Ungleichheitszeichen ent-
spricht. Nach Voraussetzung gibt es [x;],...,[x,] € P2, sodass ti([x1],..., [x,]) und s;([x1],. .., [x,])
existieren, und t;([x,],...,[x,]) # s;([x1],..., [x,]) gilt. (Hierbei sind die [x,],...,[x,] die gleichen
Elemente in P? wie oben, sodass dadurch die Giiltigkeit der Gleichungen (d.h. ¢ entspricht dem Gleich-
heitszeichen) mit j € M nicht beeinflusst wird.) Damit folgt, dass t;([x;],..., [x,]) x s;([x1],..., [x,])
existiert, und es gibt ein [x,;], sodass t;([x;],..., [x,]) X s;([x1],..., [x,]) = [x,4;] gilt.

Fiir diejenigen j, welche nicht in M enthalten sind, oder solche, die in M liegen und die Gleichheit zweier
Kreuzprodukt-Terme fordern, kann [x,,,;] € P beliebig gewihlt werden, da die Variablen X, ; fur diese
j keinen Einfluss auf den Wahrheitswert der Auswertung von T;(Xq,..., X)) 0. .. O T (X1, -, X piem)
(mit entsprechender Klammerung) haben.

Also folgt f(t,(Xq,...,X,)os:(X1,..., X )O... 06X, ..., X)) 05,(X1,...,X,)) € SATp. O

2.4 Ubersicht iiber die bisherigen Reduktionen

Zusammengefasst ergibt sich das nachfolgende Schaubild, in dem zur Verbesserung der Ubersichtlichkeit
t bzw. s statt t(X,,...,X,) oder t(xq,...,x,) bzw. s(X;,...,X,) oder s(xq,...,x,) geschrieben wird.
Weiterhin wird s4,...,s,, und tq,...,t, und auch deren entsprechende Klammerung und Kombination
mit logischen V und A durch §,t ersetzt. Die Symbole f,5,t,s,t;,s; stehen immer fiir Kreuzprodukt-
Terme, und ¥ steht fiir x,,..., x, aus R oder [x;],...,[x,] aus P2. Die Bedingung, dass die Auswertung
der Kreuzprodukt-Terme nicht null sein darf bzw. existieren muss, wird nicht ausdriicklich erwéhnt.
Pfeile zwischen den Erfiillbarkeitsproblemen stehen fiir eine gefundene Reduktionsfunktion. Befinden
sich Probleme auf gleicher Hohe, sind aber nicht durch Pfeile miteinander verbunden, bedeutet dies
nicht, dass sie polynomialzeitdquivalent sein miissen, hier ist noch unklar, in welcher Relation diese
Erfiillbarkeitsprobleme zueinander stehen.

Bemerkung 2.10 Abweichend zu dem hier betrachteteten Fall des R® mit Standardskalarprodukt und
kanonischer positiv orientierter Orthonormalbasis kann man Kreuzprodukte auch iiber allgemeinen
dreidimensionalen orientierten euklidischen Vektorrdumen definieren. Dadurch gibt es zwei verschie-
dene Definitionen des Kreuzproduktes, die sich allerdings nur durch das Vorzeichen unterscheiden. Die
obigen Ergebnisse lassen sich auf diesen allgemeinen Fall {ibertragen, dies soll jedoch hier nicht weiter
betrachtet werden, unter anderem, da im projektiven Fall ohnehin keine Orientierung existiert, und es
fiir die Reduktionen unerheblich ist, welches der beiden Kreuzprodukte vorliegt.
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3 Einordnung der Erfullbarkeitsprobleme in
Komplexitatsklassen

Nachdem im vorherigen Kapitel die Beziehungen zwischen den verschiedenen Erfiillbarkeitsproblemen
von Kreuzprodukt-Termen betrachtet wurden, stellt sich nun die Frage, in welcher Komplexititsklasse
sich diese Probleme befinden. Dazu werden zunéchst das BSS-Modell und die Definition einiger Komple-
xitatsklassen wiederholt, siehe [1] und [2].

3.1 Einordnung der reellwertigen Erfiillbarkeitsprobleme

Eine BSS-Maschine, die iiber einem Ring R rechnet, erhélt als Eingabe ein Tupel x € R". Sie kann in jedem
Schritt eine Addition, Subtraktion, Multiplikation oder, im Falle eines Korpers, Division durchfiihren,
wobei sie exakt rechnet. Alternativ kann sie einen Test auf Gleichheit oder Ungleichheit durchfiihren,
oder im Fall eines geordneten Rings <,>,> oder < testen, und in Abhéngigkeit des Ergebnisses des
Tests weitere Berechnungen durchfithren. Zusétzlich zu ihrer Eingabe hat die BSS-Maschine Zugriff auf
endlich viele weitere Konstanten ¢ € R, falls die entsprechende Komplexitétsklasse dies nicht ausschlief3t.
Wie tiblich wird die benétigte Zeit in der Linge der Eingabe gemessen, welche, anders als bei einer
Turingmaschine, nicht von der Grof3e der eingegebenen Zahlen abhingt, sondern fiir gegebenes x € R"
als n definiert wird.

Definition 3.1. Fiir ein Entscheidungsproblem ¥ gilt

Y e yﬂg & Y ist von einer BSS-Maschine, die iiber R rechnet, aber keine Konstanten
gur Verfiigung hat, in polynomieller Zeit entscheidbar
sowie
LeN?! & L={xeR':3z e RPID . (x 2) € '}
fiir ein £’ € 2.
und
BP (N/®0) = {Z|£C{0,1},2eNP}.

Das folgende Entscheidungsproblem wird spater von Nutzen sein:

Definition 3.2. Sei R 2 Z ein kommutativer Ring. Dann ist F EASy y definiert als

FEASR,R = {<p13"')pk) | P15---5Pk ER[Xlﬁ'--:Xn])
Ixy, .., x, €R:pi(xy,. 0, x,) = ... =prlxq,...,x,) =0}

Allgemeiner kann man FEASg, r, definieren. Hierbei ist Ry der Ring, aus dem die Koeffizienten der Polynome
stammen, und in R, wird nach einer gemeinsamen Nullstelle der Polynome gesucht.

Bemerkung 3.3 Es gilt FEASzz € AP, d.h. eine nichtdeterministische BSS-Maschine {iber R kann
dieses Problem entscheiden: Bei gegebenen Polynomen rit sie eine gemeinsame Nullstelle und priift
durch Einsetzen, exaktes Rechnen {iber R und Vergleichen mit O, ob es sich tatsdchlich um eine Nullstelle
aller Polynome handelt.

Weiter gilt, dass FEAS A Py-vollstandig und FEAS; z BP (A & )-vollstandig ist.
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Mit der obigen Definition lassen sich die in dieser Arbeit untersuchten Erfiillbarkeitsprobleme in eine
Komplexititsklasse einordnen:

Theorem 3.4 Die Entscheidungsprobleme SAT; liegen fiir alle i € {1,...,5} in BP(A WRQ).

Beweis: Hierzu ist folgendes zu zeigen:

1. ¥ < {0,1}*, d.h. Kreuzproduktgleichungen und -ungleichungen sowie beliebige Kombinationen
verkniipft mit logischen ,jund“ und ,,oder” lassen sich allein durch die Zahlen 0 und 1 kodieren.

2. %N 97’]15, d.h. es gibt ein Entscheidungsproblem ¥¢’, welches bei gegebenem Zeugen von einer
BSS-Maschine, die auller den im gegebenen Zeugen vorhandenen Zahlen aus R keine Konstan-
ten aus R\Q zur Verfiigung hat, mit diesen aber exakt rechnet, in polynomieller Zeit entschieden
werden kann.

Zu 1.: Durch konkrete Angabe einer méglichen Kodierung fiir SAT:
Zunéchst legt man (willkiirlich) die Kodierung aller méglichen Zeichen fest.

Zeichenfolge | Bedeutung
000
001
010
011
100
101
110
111 Variable folgt

Il <> X ——

Um eine Variable zu kodieren, wird also zuerst 111 angegeben, und dann der Index der Variablen in
Bindrdarstellung. Damit eindeutig ist, bei welchen Stellen es sich noch um den Index der Variablen
handelt, und wann das nachste Zeichen beginnt (so kénnte sonst 111101011110 fiir X; X X,, aber auch
fiir X35, stehen), wird der Index der Variablen immer in 3er-Gruppen angegeben. Dazu muss die Zahl
gegebenenfalls mit bis zu zwei Nullen beginnen, oder, bei einer Zahl echt groRer als sieben, erneut
mit 111 angegeben werden, dass es sich um den Index einer Variablen handelt. (Da auf eine Variable
nie eine weitere Variable folgen kann, ohne dass diese durch eine Klammer, ein Kreuzproduktzeichen,
ein Gleichheits- oder Ungleichheitszeichen oder ein logisches ,,und“ oder ,,oder” getrennt sind, ist diese
Kodierung eindeutig.)

Beispielsweise wird
(X1 X X5) X X3 =X XX ) A (X; #X3)
als
000 000,111 001 010,111 010 001 010,111 011 101 111 001 010 111 100 001
N S N S o
( ( X1 x X3 ) X X3 = X1 x X4 )
011 000,111 001 110 111 011 001
N

A ( X1 # X3 )

kodiert. Der Term
(Xg X X5) X Xq3
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(als Teil eines groReren Kreuzproduktgleichungssystems) wird kodiert als

000,111 001 111 000 010,111 010 001 010 111 001 111 011,
\(/-/\ }r \;—/\_},—/\),./\X,./\ P
8 2 1

wobei die Leerzeichen zwischen den 3er-Gruppen nur zur besseren Lesbarkeit eingefiigt wurden.

Um auch SAT,, SAT,, SAT; und SAT, kodieren zu konnen, wird noch ein zusatzliches Trennzeichen, z.B.
ein Komma, benotigt, sodass man eigentlich 9 verschiedene Zeichen kodieren muss. Dazu wiirden 3 Zif-
fern im Binarsystem nicht ausreichen. Da man aber bei diesen Versionen von SAT wenigstens fiir ,,=“ und
»7 keine Kodierung bendtigt, geniigt es auch hier, die Kodierung in 3er-Gruppen einzuteilen.

Zu 2.: Damit eine BSS-Maschine bei gegebenem Kreuzprodukt-Term (bzw. Kreuzprodukt-Termen und
ihren logischen Verkniipfungen) und zugehorigem Zeugen entscheiden kann, ob es sich tatsachlich um
eine erfiillende Belegung handelt, muss sie in der Lage sein, die Rechenanweisungen der gegebenen
Kreuzprodukt-Terme zu erkennen, durchzufithren und anschliel3end die Ergebnisse zu vergleichen.
Dazu liest sie die Eingabe und fiihrt pro 3er-Gruppe Eingabecode maximal 8 Tests auf Gleichheit durch,
um den Kreuzprodukt-Term (bzw. die Kreuzprodukt-Terme und ihre logischen Verkniipfungen) zu be-
stimmen. Je nach Ergebnis der Tests wird ein anderer Pfad im Berechnungsbaum durchlaufen, welcher
die nun folgenden nétigen Berechnungen eindeutig festlegt.

Um ein Kreuzprodukt zu berechnen, werden wegen

a-bs—as-b,
axb:: a3’b1_a1'b3
a, by —ay- by

nur Multiplikation und Subtraktion benétigt, sodass dies von einer BSS-Maschine iiber R berechenbar
ist, indem sie jeden Vektor x € R? als Tripel (x;, x,, X3) mit x; € R auffasst.

Also kann eine BSS-Maschine die vorgegebenen Kreuzprodukte berechnen. Dies geschieht nur mit den
im Zeugen gegebenen Zahlen, sodass keine Konstanten aus R\Q benétigt werden.

Anschlieend kann sie (komponentenweise testen und) entscheiden, ob der berechnete Kreuzprodukt-
Term mit e; {ibereinstimmt bzw. ob die berechneten Kreuzprodukt-Terme (alle oder teilweise, je nach
logischen Verkniipfungen und Klammerung) gleich bzw. ungleich und nicht gleich 0 sind.

All dies benoétigt nur polynomiell viel Zeit.

Insgesamt folgt also SAT; € BP(JVP]’HS) fiir allei € {1,...,5}. O

Beispiel 3.5 Hier wird nun ein Beispiel eines moglichen Berechnungspfads im Berechnungsbaum einer
BSS-Maschine, die SAT, mit exakter Rechnung iiber R in polynomieller Zeit entscheidet, iiber keine
reellen Konstanten verfiigt, der gegebene Zeuge allerdings Zahlen aus R\Q enthalten darf, angegeben:
Hier wird fiir die Kodierung des Zeichens ,, ,“ die Sequenz 101 verwendet. Dies ist moglich, da (wie
oben erwdhnt) fiir SAT; keine Kodierung von ,,=“ notwendig ist. Auch muss der Zeuge nicht weiter
kodiert werden, da fir £ € BP(A%?) nur gefordert wird, dass £ € {0,1}* und ¥ € ¥/ P? gilt.
Letzteres fordert die Existenz eines Zeugen z € RP(®D und eines Entscheidungsproblems ¢’ & Qﬂg,
sodass (x,z) € &’ gilt, aber es ist nicht erforderlich (und wegen der Moglichkeit, dass z € R\Q gilt, auch
nicht moglich), dass £’ C {0, 1}* gilt.

Im Berechnungspfad ist zur besseren Lesbarkeit die Eingabe in Tripel unterteilt, durchnummeriert und
anschlieRend entsprechend der Nummerierung mit w; bezeichnet worden.

Eingabe: Kodierung von X, x X; mit Zeugen e,, e;.
Berechnungspfad bei dieser Eingabe (mit Erklarung):
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i

w, = 000?

< S S S S S
N w w N N =
Il I Il Il Il I
=l D Q| - | - o | - (@] Q| <. [
Q Q — Q — — Q Q

&
I

<
[e)}
Il

nein

11°?

01?

nein

10?

nein

01?

11?
nein

01?

Berechne Z;

s

Berechne Z,

i MilE |5
ke ke

3

Berechne E, :=Z;, — Z,

Berechne Z,

=Xp3-X11

Berechne Z,

=X51X13

Berechne E, :=Z75—Z,

Steht w, fiir eine Klammer?

Steht w; flir den Beginn einer Variable?

Steht w, fiir die Binérzahl 001?

Steht w, fiir die Bindrzahl 010?

Steht w4 fiir die Fortsetzung der Variablen?

Steht w4 fiir das Kreuzproduktzeichen?

Steht w, fiir den Beginn einer Variablen?

Steht wy fiir die Binédrzahl 001?

Steht wy fiir die Fortsetzung der Variablen?

Steht wg fiir ein Komma, d.h. den Beginn des Zeugen?

Berechnung der 1. Komponente des

Kreuzprodukts von X, X X; mit den

gegebenen Zeugen e, und e,

Berechnung der 2. Komponente des

Kreuzprodukts von X, X X; mit den

gegebenen Zeugen e, und e;
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Berechne Zs := X, - X, , Berechnung der 3. Komponente des
Berechne Zg := X, , - X, ; Kreuzprodukts von X, X X; mit den
|Berechne Ey:=75—27, | gegebenen Zeugen e, und e;
E, =0? Test auf Gleichheit
ja
E,=0? aller Komponenten des Ergebnisses
ja
E;=1? mit dem Wunschergebnis e,
ja

3.2 Einordnung der projektiven Erfillbarkeitsprobleme

Nachdem festgestellt wurde, dass alle Erfiillbarkeitsprobleme iiber R® in der Komplexititsklasse
BP(N Wﬂg) liegen, wird dies nun auch fiir die entsprechenden projektiven Erfiillbarkeitsprobleme ge-
zeigt.

Theorem 3.6 Auch SAT;» und SAT,p+ liegen fiir alle i € {1,...,5} in BP(JVPJ’HS).

Beweis: ¥ < {0, 1}* folgt wie in Theorem 3.4.

Fir ¥ € 4% werden die Berechnungen der BSS-Maschine analog durchgefithrt (als Zeu-
gen werden Reprisentanten aus R®\{0} der Aquivalenzklassen in P? gegeben, sodass alle Rech-
nungen iiber R3\{0} durchgefithrt werden kénnen), nur das Testen auf Gleichheit zweier Terme
[t(xq,...,x,)], [s(xq,...,x,)] € P? muss durch folgendes Verfahren ersetzt werden:

1) Teste nacheinander, ob mindestens eines der s'(xy,...,x,) fiir i € {1,2,3} nicht 0 ist (wobei
s'(x1,...,x,) fiir die i-te Komponente von s(xq, ..., X,) steht).
Falls nein, verwerfe.
Falls ja, fahre mit 2.i) fort, wobei i demjenigen i € {1, 2, 3} entspricht, fiir welches s'(x,...,x,) # 0
festgestellt wurde. (Sobald ein solches i gefunden wurde, wird sofort zu Schritt 2.i) iibergegangen.)

2.i) Berechne A; := t'(xy,...,x,)/s!(x,,...,X,) und fahre mit Schritt 3.i) fort.

3.1) Teste, ob A; - s%(xy,...,Xx,) = t2(x1,...,x,) und Aq -s3(xq,...,x,) = t3(x1,..., X,).
Falls nein, verwerfe.
Falls ja, akzeptiere.

3.2) Teste, ob t!(xq,...,x,) =0und A, -s3(xq,...,%x,) = t3(x1,...,X,).
Falls nein, verwerfe.
Falls ja, akzeptiere.
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3.3) Teste, ob t(x;,...,x,) =0und t*(xq,...,x,) = 0.
Falls nein, verwerfe.
Falls ja, akzeptiere.

Durch Anpassen des Akzeptierens bzw. Verwerfens kann analog auch auf Ungleichheit getestet werden.
Auch dies benotigt nur polynomiell viel Zeit, denn es werden die polynomiell vielen Einlese- und Be-
rechnungsschitte aus Theorem 3.4 unverdndert durchgefiihrt, und nur (polynomiell viele) Tests auf
Gleichheit durch das obige Verfahren ersetzt. Pro Test auf Gleichheit, der nur eine Zeiteinheit beno-
tigt, werden nun 6 Multiplikationen, Divisionen bzw. Tests auf Gleichheit bendtigt, sodass dies noch
immer in polynomieller Zeit moglich ist. O

3.3 Untersuchen der Erfiillbarkeitsprobleme auf Vollsténdigkeit

Nun sollen die Erfiillbarkeitsprobleme auf Vollstdndigkeit beziiglich der Komplexitatsklasse BP (JV gﬁlg )

untersucht werden. Es wird sich herausstellen, dass wenigstens einige dieser Probleme BP (JV 9’1@-
vollstiandig sind. Um dies zu zeigen, soll FEAS;  auf SAT;p reduziert werden, wobei ein groSer Teil der
Reduktion von FEAS;  auf SAT ) aus [4] im Fall F = R benutzt werden wird.

Um diese Reduktionen durchfiihren zu kénnen, werden einige Grundlagen aus der Verbandstheorie be-
notigt, die hier nun wiederholt werden sollen. Diese sind [4] entnommen, konnen aber beispielsweise
auch in [6] nachgelesen werden.

3.3.1 Grundlagen der Verbandstheorie

Definition 3.7. Sei F C C ein unter komplexer Konjugation abgeschlossener Korper.
a) Ein F-unitdrer Raum ist ein F-Vektorraum ¢, der mit einem unitdren Skalarprodukt ausgestattet ist.

b) Orthogonalitdt auf # ist definiert durch x Ly genau dann wenn (x,y) = 0.

ULL

c¢) Eine Teilmenge U von 5 heifst abgeschlossen, wenn U = gilt, wobei

Ut :={xe#|xluYueU}
d) Fiir U,V C 5 schreibt man ULV, falls U C VL (oder dquivalent dazu V C U L) gilt.

e) Das System der quantenlogischen Eigenschaften von 5, die Quantenlogik von #, besteht aus der
Menge L(¢) aller abgeschlossenen Teilmengen von # ausgestattet mit den Konstanten 0 := {0} €
L(#) und 1 := s € L(5#) sowie den folgenden Verkniipfungen:

o N L(#)XL(#)— L(s#),(U,V)—»UNV
o V:L(s#)XL(H#)— L(#), (U, V)— (UUV)t
o ~:L(#)— L(##), U— Ut

f) Li() sei die Menge der k-dimensionalen Unterrdume von .

Bemerkung 3.8 Jede im Sinne von Definition 3.7c) abgeschlossene Teilmenge U ist ein linearer Unter-
raum von . Ist 5 endlichdimensional, so gilt UVV =U +V,wobeiU+V :={u+v|ueU, veV}.

Definition 3.9. Ein Verband ist eine algebraische Struktur mit zwei Verkniipfungen A ("meet") und Vv
("join"), die assoziativ, kommutativ und idempotent sind, den folgenden Absorptionsgesetzen

AAN(AVB)=A=AV (AAB)
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geniigen und fiir die
0OANA=0 und 1NA=A

gilt.

(Alternativ definiert man eine partielle Ordnung mit A< B :< A=AAB. Dann ist AV B das Supremum
und A A B das Infimum von A und B, und 0 bzw. 1 sind kleinstes bzw. grifstes Element.)

Gibt es eine weitere Abbildung — innerhalb des Verbands, welche die Eigenschaften

—AVA=1, —“AANA=0, A=A, A < B genau dann wenn —B < —A

besitzt, so nennt man dies einen Orthoverband. Ein Orthoverband erfiillt die De Morgan’schen Regeln.
Gilt weiter das Modularitdtsgesetz

A>C = AANBVC)=(AAB)VC
so nennt man dies einen modularen Orthoverband (MOL).

Bemerkung 3.10 L(s#) ist ein Orthoverband. Ist s# endlichdimensional, so ist L(#) sogar ein modu-
larer Orthoverband. Vgl. dazu [4].

Definition 3.11. Seien L, L’ Verbdnde. Eine Abbildung ¢ : L — L’ heifst Homomorphismus, wenn

exvy)=ex)Ve(y)und p(x Ay)=@(x)Ae(y)

gilt.
Sind L, L’ sogar Orthoverbdnde, so muss gusdtzlich ¢(—x) = —p(x) gelten.

Definition 3.12. Sei L ein Verband. Eine Teilmenge 0 # L’ C L nennt man Unterverband, falls sie beziiglich
der Verkniipfungen V und A abgeschlossen ist, d.h. falls fiir alle x,y € L’ auch xVy € L’und x Ny € L’
gilt.

Fakt 3.13 Sei L ein modularer Verband mit 0 und 1. Fir ¢) bis e) enthalte L eine endliche maximale

Kette.

a) Seien u,v € L. Das Intervall [u,v] := {x|u < x < v} ist ein Unterverband und insbesondere
ebenfalls modular.

b) Zwischen den Intervallen [a A b,a] und [b,aV b] gibt es die zueinander inversen Verbandsisomor-
phismen [a A b,a]>x—bVxe€[b,avb]und [b,aVb]>y—aAyec[aAb,a].

¢) Alle maximalen Ketten C in L haben die gleiche Kardinalitdt. Die Dimension oder Hohe von L wird
definiert als dim(L) := |C| — 1. Insbesondere ist dim(u) := dim([0, u]) fiir alle u € L wohldefiniert.

d) Fir alle U € L(5#) stimmt die Vektorraumdimension mit dim(U) tiberein.

e) Es gelten die folgenden Dimensionsformeln:

dim(v) = dim(u) + dim([u, v]) fallsu <v und dim(a)+ dim(b) = dim(a A b) + dim(a V b).
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Beweis:
a) Seien a,b € [u, v]. Dann gilt nach Voraussetzung u < a < v sowie u < b < v. Nach Definition der
Ordnungsrelation gilt damit u.a.
(I) u=uAa (II) u=bAu (III) a=aAv
(IV) a=aVu (V) v=avv (V) v=bvv

Mit diesen Gleichungen sowie Assoziativitit und Kommutativitdt der Verkniipfungen folgt

u(I:)u/\a(g)(b/\u)/\a:u/\(a/\b)

= u<aAb

a/\b(HZI)(a/\v)/\bz(a/\b)/\v
= aANb<v
= aAbelu,v]

avb(g)(aVu)vb:(avb)Vu
= u<avb
U(L)UVa(V:I)(UVb)VaZI)V(aVb)
= avVb=<v
= aVvbeluv]

Seien nun a, b,c € [u,v] mita <c.
Dann gilt auch a, b, ¢ € L, und da L modular ist, folgt aVv(bAc) = (aV b)Ac, sodass [u, v] modular
ist.

b) Seien f : [a Ab,a] = [b,aVDb], x—bVxundg:[b,aVvb]—[aAb,al, y—aAy.
Fiir y € [b,aV b] gilt nach Voraussetzung (I) b < y sowie (II) y = y A(aVDb), fiir x € [aAb,a] gilt
analog (II11) x < a sowie (IV) x = x V (a A b). Mit Modularitat, Assoziativitdt und Kommutativitat
folgt damit

FleON=flary)=bvary)Lovary Ly
av)y

cFoN=gbvx)=ar(bvx)Z @rb)vex,

d.h. f und g sind zueinander inverse Abbildungen.

Seien x,x’ € [a A b,a] und y,y’ € [b,a V b]. Dann folgt
flxvx)=bv(xvx)=((bvbVv(xvx)=((bvx)V(bvx)=Ff(x)Vf(x)
sowie
gyny)=an(yry)=(@araA(yry)=(ary)r(any)=g(y)Agly).

Da f und g zueinander inverse Abbildungen, und damit insbesondere auch bijektiv sind, gibt es
fiir x,x" € [a A b,a] genau ein y,y’ € [b,a Vv b] mit x = g(y) (und f(x) = y) sowie x’ =
g(y¥") (und f(x’) = y’). Mit den obigen beiden Gleichungen folgt

FAx)=f@IANgN=FE@AYD=yAy =F)AFXD.
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o)

d)

e)

Analog dazu folgt auch

gy vy )=g(fIVFN=g(f(xvxN=xvx'=g(y)vely).
Damit sind f und g zueinander inverse Verbandsisomorphismen.

Sei L ein modularer Verband, dessen ldngste maximale Kette die Lange n+ 1 hat. Die Aussage wird
durch Induktion iiber n gezeigt:

Sei n = 1. Dann gilt L = {0, 1}, denn wére a € L mit 0 # a # 1, so wiirde 0 < a < 1 gelten und
0,a, 1 wire eine Kette der Linge 3. In {0, 1} gibt es nur die maximale Kette 0, 1, sodass die Lange
aller maximalen Ketten in L gleich ist.

Sei nun n > 1 und seien C, C’ maximale Ketten in L und a € C\{0, 1}, b € C'\{0, 1}. Seien weiter

11: [0,a:|, 12: [a, 1]1 Ii:[ozb]y I;: [bJ]-];

d.h. die Ketten C und C’ werden in je 2 Teile zerlegt, wobei das Element an der Trennstelle nun in
beiden Kettenteilen vorkommt.

Da 1 ¢1,,I; und O ¢ I,,1, haben alle maximalen Ketten in diesen Intervallen hochstens Liange n,
und damit nach Induktionshypothese die gleiche Léange.
Wegen0<aAb<a,0<aAb<b,a<aVvb=<lundb<avb<=<1folgtaAnbel,,anbel],
aVvbel,und aV b € I,. Da alle maximalen Ketten in diesen Intervallen gleich lang sind, kann
man o0.B.d.A. annehmen, dass C und C’ die Elemente a A b und a V b enthalten.

Seien nun

J,=[0,aAb], Jy=[aAb,a], Jy=[a,aVb], J,=[aVb,1],
J;=[0,aAbl, Jy=[aAb,b], Jy=I[b,avb], J,=[aVb,1].

Auch in diesen Intervallen sind nach Induktionshypothese alle maximalen Ketten gleich lang. Mit
b) folgt die Isomorphie von J, und J; , sodass die Linge der maximalen Ketten in J, mit der Linge
der maximalen Ketten in J; {ibereinstimmt. Analog folgt dies fiir J; und J;. Wegen J; = J; und
J, = J, folgt insgesamt, dass C und C’ gleich lang sind.

Damit haben alle maximalen Ketten in L die gleiche Kardinalitdt und die Dimension eines Intervalls
ist wohldefiniert.

Sei U € L(4) und {v,,...,v,,} eine Basis von U. Dann ist U, = {0},U; = U,_; + F - v; fiir
i € {1,...,m} eine maximale Kette, sodass dim(U) = m gilt, und diese Definition der Dimensi-
on stimmt mit der Vektorraumdimension iiberein.

i) Seiu < vund C; = (¢y4,...,¢1,) eine maximale Kette in [0,u], C, = (¢ 3,...,Cy,,) €ine ma-
ximale Kette in [u,v]. Wegen [0,u] U [u,v] = [0, v] folgt, dass (cy1,...,C10,Ca2,---,Cay) €iNE
maximale Kette in [0, v] ist. Damit folgt

dim(v)=(n4+(m—-1))—1=(n—-1)+(m—1) = dim(u) + dim([u, v]).
ii) Wegena A b < aund b < aV b folgt mit i)

dim(a) =dim(a A b) +dim([a A b,a]) und dim(aV b)=dim(b)+ dim([b,a V b]).

Nach b) gilt dim([a A b,a]) = dim([b,a Vv b]). Insgesamt folgt
dim(a) + dim(b) = dim(a A b) + dim(a V b).
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Definition 3.14.

a) Ein (Orthoverbands- oder quantenlogischer) Term ist ein syntaktisch korrekter Ausdruck iiber Varia-
blen x4,...,x, mit Operationen A,V,— und Konstanten 0,1. Man schreibt manchmal t(x), um die
Abhdngigkeit von x := (xq,...,X,) 2u betonen.

Die syntaktische Ldnge von t, |t|, wird rekursiv definiert durch |x| =1, |-t| = |t|+ 1 und |s V t| =
s At]=|s|+|t|+ 1.

b) Fiir einen Orthoverband (L,A,—,V,0,1) und @ = (ay,...,a,) € L" bezeichnet t;(a,,...,a,) =
t,(a) € L den Wert von t in L, wenn man jedes x; durch a; ersetzt.

¢) Ein von n Variablen abhdngiger Term t ist stark erfiillbar in L, wenn es a € L™ gibt, sodass t;(a) = 1,
und schwach erfiillbar, wenn es a € L™ gibt, sodass t;(a) # 0 gilt.
d) Die zu starker und schwacher Erfiillbarkeit in L gehérigen Entscheidungsprobleme werden definiert als
SAT, := {{t(xy,...,x))n€N,t Term,JaecL": t(a)=1} C {0,1}"
sat; = {{t(xq,...,x,)n€EN, t Term, Ia L™ : t(a) # 0} < {0, 1}".

Definition 3.15. Ein System a = (a;;|1 <1, j < d) von Elementen eines modularen Verbands L nennt man
d-Rahmen, wenn die folgenden Bedingungen erfiillt sind, bei denen a;; durch a; abgekiirzt wird:

1 = aq;V...Vaqy
0 = al-/\\/aj fiirallei € {1,...,d}
j#i
0 = aAg; firallei,je{l,...,d} miti#j
aVva; = qVa; firalei,je{l,...,d} miti #j
a; = aj firallei,je{1,...,d} miti #j
ap = (;Va)A(a;Vag) fiirallei,j,ke{l,...,d} miti#j#k#i

Fakt 3.16 Sei a ein d-Rahmen in einem modularen Verband L. Dann gilt
a) dim(q;) =dim(a;) = dim(a;;) firalle i,j € {1,...,d}.

b) dim (\/ia ai) = |I]-dim(a,) fiir I € {1,...,d}.
¢) dim(L)=d -dim(a;).

d) Sei dim(#) = d. Dann ist A = (A;j11 <1i,j <d) genau dann ein d-Rahmen von L(¢), wenn es
eine Basis {vy,...,v4} von 5 gibt, sodass A; =A; = Fv; und A;; = F(v; — v;) flir i # j gilt.

e) Insbesondere gibt es fiir jedes L(5#) mit dim(5¢) = d einen d-Rahmen.

Beweis:
a) Daa < aVb fir alle a,b € L gilt, folgt aus der 2. definierenden Eigenschaft eines d-Rahmens
O0=a; A \/#i a; > a; A ay fiir k # 1, sodass 0 = a; A a; und damit 0 = dim(0) = dim(a; A a;) fiir
i # k gilt.
Mit 3.13e) und der 3. und 4. definierenden Eigenschaft eines d-Rahmens folgt fiir i,j € {1,...,d}
mit i # j
dim(a;) +dim(a;) = dim(q; V a;)+dim(a; A a;)

= dim(q; V q;)

= dim(q; V q;;)

= dim(q; V a;;) + dim(a; A a;;)

= dim(q;) + dim(a;;)
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sodass
dim(a;) = dim(a;;).
Weiter folgt
dim(a; V a;;) = dim(q; V a;) = dim(a; V ;) = dim(a; V a;;)
und

dim(a; v a;;) = dim(a; V a;;) + dim(a; A a;;) = dim(a;) + dim(a;;)
sowie durch Umbenennung der Indizes
dim(ai Vv aij) == dim(al) + dim(au) = dim(al) + dim(aji),

sodass
dim(a;) + dim(a;;) = dim(q; V a;;) = dim(a; V a;;) = dim(a;) + dim(a;;)

und damit
b) Analog zur 1. Beobachtung in a) folgt 0 = a; A \/jel,#i a; und 0 = dim (ai /\\/jel,#i aj) fiir
IC{1,...,d}. Seinun I = {iy,..., i} € {1,...,d}. Damit gilt

dim (\/ai) = dim (ailv...Vaik

i€l
= dim(ailv...Vaik)+dim(ai1/\(aizv...Vaik))
= dim (ail) +dim (aiz V...Va

= d1m (ail) +...+dim (aik)
= k-dim (a;)
= |I|-dim (a,)

¢) Da L =[0,1] gilt, folgt mit der 1. definierenden Eigenschaft eines d-Rahmens sowie a) und b)

dim(L) = dim([0,1])
= dim(1)
= dim(a; V...Vay)
= d-dim(a;).

d) 7=

SeiA= (A;;|1<1i,j <d)ein d-Rahmen von L(4#) und dim(5¢) = d. Mit a) bis c) folgt dim(4;) = 1
firallei € {1,...,d} sowie 7€ =A;®...®A,. Also kann man eine Basis {v;,..., v;} von ¢ wéahlen,
sodass A; = Fu; gilt.

Wegen dim(4;) = dim(A;;) ist auch A;; und damit insbesondere A, ; eindimensional. Also gibt es ein
wy; € ¢, sodass Aqj =TFwy; gilt. Aus A; VA; = A; VA folgt A;j < A, VA;, sodass Fw,; € Fr, +Fu;
gilt. Damit gibt es r;,s; € F mit wy; = r;v; +5;v;. Mit Ay; VA; = A; VA, # A, folgt s; # 0. Also
existiert sj_l, und man kann v; durch —sj_lrj v; ersetzen, sodass
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— -1 _ . . _
wyj=rvy +s; - (=s; vy =rjv; — rjv;, und damit gilt Ay; = F(v, —v;).

Damit folgt dann wie gewiinscht fiir die noch nicht betrachteten A;;, mit 1 #i #k

A = (A VAIN(A;L VAL)
= (A VAN (A VAy)
= (Fy;UFy )N (F(v; — ) UF(vy — 1))
{xvi+yuelx,y €Fyn{z(vy — v) +w(vy —v) [z, w €T}
= {xv;—xv |x €F}
F(v; — v)-

” @ ”
Sei dim(##) = d und {v;,...,v4} eine Basis von ¢, sodass A; = Fv; und A;; = F(v; — v;) flir i # j
gilt. Dann folgt

° AV...VA; = Fv,Vv...VFy,
= {xv+...+x404]%q,...x4 €F}
4
=1
° A; /\\/Aj = Fy, /\\/ij
J# J#

= {xv;|x; €F}n ijvjlxjeF

J#
=0
[ J Ai /\AU == ]FUl' /\]F(Ui - U])
= {xy|xeFin{y(v; —v;)|y €F}
=0
3

L Ai VA, = ]FUI'V]F(UI' - U])
= {xy|x eFtu{y(v; —v;)|y €F}
= {xv;+yvi[x,y €F}
= {xvlx eFtuiyv;|y €F}
= FviVJFVj
AVA,

. A = F(y—vy)
= x(y-v)lx €F}
(x(v; - v)|x €F}

= F(v;—v)
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o (A VAINAG;VA) = (Fy VEy) AF(y; — v;) VE(; — 1))
= ({xylxeFtulyyly €F}H)n
({=(v; — v) |z €F}U{w(v; — 1) |w €F})
= {xvy;+yvlx,y €Fin{zv, +(w —2)v; —wy |w,z € F}
= {x(v; —v)|x €F}
= Fv;—v)
= Ap
sodass A = (A;;11 <1i,j < d) ein d-Rahmen von L(¢) ist.

e) Folgt aus d) und der Tatsache, dass fiir L(5¢) eine Basis {vy,..., v} existiert.

3.3.2 Weitere Hilfsmittel zum Beweis von Theorem 3.21

Die Verkniipfungen ©, @ und ®, welche im folgenden Theorem definiert werden, erscheinen vorerst
willkiirlich. Sie sind jedoch motiviert durch Arbeiten von Descartes und Anderen, welcher die Subtraktion
und Multiplikation von skalaren Grof3en geometrisch definierte. Vgl. dazu [4].

Fakt 3.17 Sei dim(#) = 3, A ein 3-Rahmen in L(2#) und {v;, v,, v;} die zugehérige Basis. Dann gibt es
einen Isomorphismus ©3 zwischen (F,+,—,0,-,1) und (23, ®3, ©3, A1, ®3, A12), wobei

Rz ={X € L(#)|XNA, =0, X +A, = A; +A,} und die Verkniipfungen folgendermaf3en definiert
sind:

PozQ = ([(Qz3+A)N(P+Ay)]+A3)N(A; +A,)
wobei Qs = (Q+Ay)N(A;+A43)
P®;Q = (Qi3+P3p)N(A;+Ay)
wobei Py, = (P+A;3)N (A, +A;3) und Q5 wie oben
P®zQ = Pe;(Al GZQ).

Beweis: Sei ©5:F — %5, r — F(v; — rv,). Da v; und v, Basisvektoren, also insbesondere linear unab-
héngig sind, ist klar, dass © 7 injektiv ist.

Sei nun X € #3. Da dim(X +A,) = dim(A; +A,) = 2 gilt, folgt 1 < dim(X) < 2, und wegen X NA, =0
folgt dim(X) = 1. Damit lasst sich X schreiben als X = F(x; v; +x,v,) fiir x;, x, € F. Ware x; = 0, so wiir-
de im Widerspruch zu den definierenden Eigenschaften eines 3-Rahmens A; C A, gelten. Also ist x; # 0,
und es gilt X = F(x,v; + xov5) = F(xqv; + %1% ' x505) = F(vy + x7 ' x505) = F(uy — (—x]'xy)v,) =
©z(—x7'x,). Damit ist ©5 surjektiv.

Weiter gilt ©4(0) = Fv; =A; und ©3(1) =F(v; — v,) =A,.

Seien P =F(v; — pv,), Q =F(v; —qv,) € Z5. Dann gilt

Qiz = (Q+Axy)N(A;+A4;3)
= (F(v; —quy) + F(vy, — v3)) N (Fv; +Fus)
{xv; —(xq+y)v, —yv3|x,y €Fin{zv; + wus|z,w € F}

{xv; —xquvs|x € F}
= ]F(Vl_qUS):
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sodass

PozQ = ([(Quz +A)N(P+Ax)]+A3)N(A; +A,)

([(F(v; — qus) + Fovy) N (F(vy — pry) + F(vy — v3))] + Frg) N (Fr; +Foy)

(H{xvy +yv, —xqus|x,y € F}n{zv; — (2p + w)vy —wug |2, w € F}] + Fvg) N (Fv, + Fo,)
({xv; —x(p —qQ)vy — xqus | x € F} + Fv3) N (Fv, + Fu,)

= {xv; —x(p— Qv — (xqg — y)vs|x,y €F}N{zv; —wu, |z, w €T}

{xv; —x(p — Qvy [ x €F}

= F(v; —(p —Qvy)

folgt, und damit

©i(p—q) = ©4(p)e;0;(q)

gilt. Weiter folgt

0;:(p)©70x(0) = 01(p)©5(05(0)050(q))

= ©4p)e;703(0-9q)
= 0ip)e;0i(—q)
= 0zp—-(-q)

= 0ip+q)

und es gilt

Py = (P+A;3)N(A;+A4s)

(F(vy — prvy) + F(vy — v3)) N (Fry + Fus)

{(x+y)vy —xpvy—yuvs|x,y €FIN{zvy +wug|z,w € F}
= F(pvy — v3),

sodass

P®zQ = (Q3+P3)N(A;+Ay)
(F(v; — qu3) + F(pvy, — v3)) N (Fry + Fuy)
= {xv;+ypv,—(xq+y)vs|x,y €Fin{zv; + wu,|z,w € F}

{xv; — xqpv, | x €F}
= F(v; —(pq)v,)

und damit
©i(p-q) = ©5(p)®;06;(q)

folgt. O

Korollar 3.18 Sei F = R und »# = R>, sowie A ein 3-Rahmen. Dann gilt fiir beliebige P,Q aus %3
wie oben und jede der Verkniipfungsarten ©, ®z, ®, dass alle Zwischenschritte der Berechnung ent-
weder aus dem Schnitt zweier nicht miteinander iibereinstimmenden Ebenen oder dem Spann zweier
voneinander linear unabhéngigen Vektoren besteht.
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Beweis: Folgt durch erneutes Betrachten der Rechnungen im Beweis des Fakts 3.17. O]

Bemerkung 3.19 Der vorherige Fakt 3.17 gilt allgemeiner fiir dim(#¢) = d > 3, einen d-Rahmen in
L(##) mit zugehoriger Basis {vy,..., v4}, sowie fiir beliebige Indexkombinationen i, j, k € {1,...,d} mit

i£jAk#L

Lemma 3.20 Fiir jedes ¢ € N gibt es einen Term t, iiber (1,+,-) mit Lange |t.| < O(logc), dessen
Auswertung in jedem Ring, der N enthilt, ¢ entspricht. Die Berechnung eines solchen Terms aus c ist
moglich und benotigt (gemessen in der bindren Lange von c¢) nur polynomiell viel Zeit.

Beweis: Behauptung: |t.| < 2+ 71log,(c). Dies wird mit Induktion gezeigt.

Fiir c =1 gilt t; = 1, sodass |[t;| =1 < 2+ 7log,(1). Im Fall c = 2 gilt t, = 1+ 1, und damit |t,| =3 <
2+ 7log,(2), und fiir c =3 gilt t =14 141, sodass |t3| =5 < 2+ 7log,(3) gilt.

Die Termldnge dndert sich in den obigen Féllen nicht, wenn die Terme in polnischer Notation dargestellt
werden. In polnischer Notation werden jedoch keine Klammern benétigt, sodass die Terme

toe :==(14+1)-t,und ty.; :=(141)-t, + 1 hochstens Lange |t .| + 7 besitzen. Damit folgt

7+t

7 +2+ 71ogy(c)

247 (log,(2) +1og,(c))
2+ 7log,(2c)

|t25|

IAN IA

sowie

74+t

7+ 2+ 7log,(c)
2+ 71og,(2c)

2+ 7log,(2¢ + 1).

ltacsal

IAN A

IA

3.3.3 Vollstandigkeit einiger der betrachteten Erfullbarkeitsprobleme

Theorem 3.21 SATp ist BP (JV 2?0 ) -vollstindig.

Beweis: Der folgende Beweis nutzt groBe Teile der Reduktion von FEAS;  auf SAT (4 aus [4] im Spe-
zialfall F = R und d = 3, d.h. 2# = R3, A entspricht dem Schnitt, V entspricht dem Spann, und zeigt
FEAS, p <p SATsp.

Die Grundidee des 2. Teils des Beweises sind die Beziehungen RaVRb = (a x b)* und at Ab+ =R(ax b)
fiir linear unabhingige a, b € R, welche aus [3] entnommen wurden.

Sei (py,...,px), d.h. die Kodierung von k Polynomen in n Variablen mit Koeffizienten aus Z, deren
gemeinsame Nullstelle in R gesucht ist, gegeben. Dann soll die Turingmaschine diese Polynome folgen-
dermallen in Kreuzprodukt-Terme umformulieren:

i) Ersetze alle Koeffizienten der Polynome durch einen Ausdruck iiber 1,4, —,-. Dies ist moglich, da
diese nach Voraussetzung natiirliche Zahlen sind.

ii) Ersetze in den umgeformten Termen die Konstanten O und 1 durch A; bzw. A;,, sowie alle Ver-
kntipfungen +, —, - durch ©4,64, ®3.
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iii) Erganze die so erhaltenen Verbandsterme t; (X Ioee- ,XH,Z) zu Verbandsgleichungen
t; (Xl, . ,Xn,A) =A,.

iv) Fiige fiir jede Variable X; die Bedingungen X; AA, =0 und X; VA, =A; VA,
v) sowie fiir A die definierenden Eigenschaften eines 3-Rahmens hinzu.

vi) Ersetze nun die definierenden Eigenschaften des 3-Rahmens

(I) 1 = Al VA2 VA3
(I 0 = An\/4 fiir alle i € {1,2, 3}
j#i
(I11) 0 = A NA;j firallei,j € {1,2,3} miti # j
(IV) A;VA; = A VA; firallei,j€{1,2,3} miti #j
durch
Al XA2 == C3
(IY AyxA; = C
Al XA3 = C2
Cl X Cz = C4
(II/) Cl X C3 = C5
C,xCy = Cg
(III/) AiXAj == AixAij fﬁralle l,]€{1,2,3} I‘I‘lltl;é]
v Dy = A; xA; fir alle i,k € {1,2,3} miti #k
(VI/) Dl]]k = AU XA]k fir alle l,],k€{1,2,3} mltl#]#k#l
(vir Ay = Dy X Dyjix firallei,j,k€{1,2,3} miti #j#k#i

vii) und die Bedingungen fiir die Variablen aus Unterpunkt iv) durch

XIXAZZAI XAz furallelE{l,...,n}.

viii) Ersetze in den Verbandsgleichungen aus iii) alle Verkniipfungen V und A durch ein Kreuzprodukt.
Dabei wird die Klammerung der Terme nicht verdndert.

Alle diese Schritte sind von einer Turingmaschine in polynomieller Zeit (gemessen in der bindren Linge
aller Polynome p;) berechenbar.

Zunéchst erscheinen die in den Unterpunkten iv) und v) hinzugefiigten Gleichungen tiiberfliissig, da sie
in den Schritten vi) und vii) sofort wieder ersetzt werden. Ein entscheidender Teil des folgenden Bewei-
ses der Erfiillbarkeitsdquivalenz nutzt jedoch diese Zwischenschritte aus.
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bl j 7
Sei (p1(X1,...,X,),...,pk(X1,...,X,)) € FEAS;, d.h. es gibt x4,...,x, € R, sodass p;(xy,...,x,) =

co. =pr(xq,...,x,) =0 gilt.
Nach Fakt 3.16e) gibt es einen 3-Rahmen a = (a;, a,,as, djs, g3, dy3,dgq,d31,dse) i0 L (JRB), sodass v)
erfiillbar ist. Mit struktureller Induktion und Fakt 3.17 folgt

tj(ea(xl)’ LR ea(xn)) = GE(P]'(XD . 'an)):

sodass eine gemeinsame Nullstelle x1, ..., x, € R zu einer Belegung x;,...,x, € L (R3) mit x; := Oz(x;)
fithrt, und wegen ©(0) = qa; ist dies (zusammen mit a) eine erfiillende Belegung fiir die Gleichungen,
die in den Unterpunkten i) bis v) konstruiert werden.

Zur Vereinheitlichung der Notation sei der obige 3-Rahmen nun mita = (a},a;,a3,ay,,0a],,09,,05,,05,,05,)
bezeichnet, da es sich um Elemente aus L (]R3) handelt. Alle Elemente aus R seien ohne weitere Mar-
kierung, Elemente aus R mit einem * gekennzeichnet.

Sei also @’ zusammen mit xi, e x; eine erfiillende Belegung fiir die in i) bis v) konstruierten Gleichun-
gen. Nach 3.13d) und 3.16a), c) gilt

3=dim (R*) =3-dim(a)) =3-dim(a);)  firallei,j € {1,2,3},i#],

sodass
dim(a)) = dim(a{j) =1 firallei,j € {1,2,3},i #j

gilt, d.h. a] und a;; sind fiir alle i,j € {1,2,3} und i # j eindimensionale Unterrdume. Da alle x| mit
i € {1,...,n} die Gleichungen aus iv) erfiillen, folgt

/ / /
x; €& a;VvVa,,
und mit
/ /.
x;Na, = 0
folgt
. / _
dim(x;) = 1,

sodass auch xl.’ fir alle i € {1,...,n} eindimensionale Unterrdume sind. Damit gibt es fiir alle

i,j € {1,2,3} mit i # j Elemente a;, a;‘j und xj,...,x aus R3, sodass a; = Raj, alf]. = Ra;"j und
/ * / P

x; =Rx7,...,x;, =Rx; gilt.

* Aus (I) folgt, dass {aj, a5, a;} linear unabhéngig sind. Damit folgt
a; xa,#0, a,xa;#0, ajXxa;#0,
sodass die Gleichungen in (I’) iiber P* von der Belegung a mit i € {1,2,3}, afj mit i,j €
{1,2,3},i# jund c; :=a] X a;, ¢} :=a;, X a, ¢, 1= a; X a, erfiillt werden.
* Sei0=2A (a”l‘ X aZ) +u (a; X az) +v (ai X az). Durch Bilden des Skalarprodukts mit a; folgt

0 = (a3, A(af X aZ) +u (az X az) +v (a’l‘ X ag))
= Mas, aj x a;) + u {a;, a, X az) +v (a3, aj X az)

/

~—
=0

=0
= A-det (aik, a,, ag),

£0
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sodass A = O gilt. Analog zeigt man u = v = 0. Insgesamt folgt, dass {a] X a;, a; X a;, aj X a;}
linear unabhéngig ist, sodass

(a}xa3) x (a5xa3) #0, (ajxa;)x (ajxa;)#0, (a;xa;)x (ajxa;)#0

gilt und af mit i € {1,2,3}, a;"j mit i, j € {1,2,3}, i # j sowie den oben definierten cj, c;, c; und
sz 1= ] Xcj, i 1=y X ¢5, ¢ := ¢, X ¢, eine erfiillende Belegung fiir die Gleichungen aus (II) {iber
P“ ist.

 Mit (1V) folgt span{a;, a;’f} = span{a;, alf‘j}. Damit gibt es A, u € R, sodass a;"j =A-ai+u- a;.‘ gilt.

Es folgt
aj‘xa?‘j = a?‘x(k-a?‘+,u-a;f)
= l-(afxa;")—i-,u-(a;‘xa}‘)
—
=0

= u- (a;" X a;'f) ,
und wegen der linearen Unabhéngigkeit von {a;, afj} sind diese Kreuzprodukte nicht 0, sodass die
obige Wahl der a; und a;‘j eine erfiillende Belegung der Gleichungen aus (II11’) iiber P? ist.

* Die Gleichungen aus (IV") entsprechen genau den Gleichungen aus (V), sodass die obige Belegung
der Variablen auch diese Gleichungen iiber P? erfiillt.

* Die Gleichungen aus (V') sind eine Wiederholung der Gleichungen aus (I’), wobei in (V') zur
Vereinfachung der Schreibweise des restlichen Beweises eine andere Indexbezeichnung gewahlt
wurde.

* Angenommen, {a?‘j, aj.‘k} wire linear abhangig fiir i # j # k # i. Wegen (IV) gilt afj C span{a;, a;‘.‘},
a;'.‘k - span{a;‘, a; }. Damit wiirde a;“j, a;.kk € span{a;, a;’f}ﬂspan{a;‘, a;} folgen. Da {aj, a;, a3} linear
unabhéngig ist, gilt span{a, a;’.‘} N span{a}‘, a,} = span{a;}, sodass dann {a}‘, a:‘j} linear abhingig

wiére. Dies widerspricht (I11).
Also ist {afj, a;.kk} linear unabhingig, a;‘j X a;.kk # 0 und die Gleichungen aus (VI’) werden von der

;.‘k iiber P? erfiillt.

* .

gewdhlten Belegung und d; I a;‘j X a

* Angenommen, {a; X aj, afj x a;_ } wére linear abhangig, d.h. R (a;k X a,t) =R (afj X a;fk). Dann

jk
wiirde
/ — *
a; = ]Ral.j
* * L
< (B(axq))
1
= (2 (e <)
_ / /
= a;Va,
folgen, sodass
/ , 1v) / /
qVva; = aVa;

c av (al{Va,’()
= (al{Val{) Va,

_ / /
= aiVak
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und damit
3 _ / / /
R = al.VajVak
/ / /
€ a;Vva,Va,
_ /
= aiVak

gelten wiirde, was ein offensichtlicher Widerspruch zu (I) und (II) ist.

Also ist {a] x a, a X ajk} linear unabhéngig, sodass d; x dl*JJk # 0 gilt.
Weiter folgt
* * * * 1
a: xa, € (span{ai, ak})
1
* * * *
- (span{ai , @ kN span{aij, ajk})
/ / / / 1
= ((ai vap) A (aij Vajk))
(v s+
= (i)
Analog ist
L
* * /
aj; x @ € ()
sodass
* * * * / 1
span{a; x a, a;; X ajk} C (aik)
gilt. Mit

dim ((agk)L) =2 =dim (span{a;k X a, a; X a;‘k})

gilt sogar Gleichheit, sodass mit der linearen Unabhéngigkeit von {a; X aj, a:‘j

*
x ay}
* _ /
Ray = ay
k * * * L
= (span{a. X a, a;; X ajk})

= 2 (e xa) (@) xa,))
= (d* X dl’_‘]]k)
folgt. Also erfiillt die gewihlte Belegung die Gleichungen aus (VII’) {iber P2.
* Aus den Gleichungen in iv) folgt, dass {x},a;} linear unabhéngig ist, und es gilt
span{x;, a,} = span{aj, a,}.
Also gibt es A, u € R, sodass x} = A - aj + u - a; gilt. Damit folgt
0 # xiXa,
= (A-a”{+,u-a§) X a
= o) e ()
= A- (a*{ X aé) ,

sodass diese Belegung auch fiir die Gleichungen aus vii) iiber P? eine erfiillende Belegung ist.
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* Nach Korollar 3.18 gilt fiir die Terme aus ii), dass in jedem Zwischenschritt entweder der Spann
zweier eindimensionaler Unterrdume oder der Schnitt zweier zweidimensionaler Unterrdume, die
jeweils nicht miteinander iibereinstimmen, gebildet wird. Durch Ergénzen der Terme zu Gleichun-
gen in iii) wird dies nicht verindert, sodass dies fiir die gewzhlte erfiillende Belegung @', xi, e, x,’l
gilt.

Im ersten Fall kann also das Kreuzprodukt der Vektoren aus R*, welche die eindimensionalen Un-
terriume reprasentieren, gebildet werden, und dies ergibt einen auf dem Spann der Unterrdume
senkrecht stehenden Vektor, also einen Reprasentanten des Senkrechtraums des Spanns.

Da alle zur erfiillenden Belegung gehorenden Unterrdume eindimensional sind, kann der zweite
Fall nur dann eintreten, wenn die nun zu schneidenden zweidimensionalen Unterrdume jeweils
durch den vorherigen Aufspann zweier eindimensionaler Unterrdume entstanden sind. Damit wird
nun also das Kreuzprodukt zweier Vektoren gebildet, die jeweils im Senkrechtraum des entspre-
chenden zweidimensionalen Teilraums liegen. Nachdem diese Unterrdume nicht iibereinstimmen,
sind die entsprechenden Vektoren linear unabhéingig, sodass das gebildete Kreuzprodukt nicht ver-
schwindet. Analog dazu, dass die gewéhlte Belegung eine erfiillende Belegung fiir die Gleichungen
in (VII') ist, zeigt man, dass der durch dieses Kreuzprodukt entstandene Vektor im Schnitt beider
Unterrdume liegt und somit wieder ein moglicher Reprisentant des entstandenen eindimensiona-
len Unterraums ist.

Damit folgt iterativ, dass die obige Belegung auch alle Kreuzproduktgleichungen aus viii) erfiillt.

Insgesamt gibt es also eine iiber P? erfiillende Belegung fiir alle in vi) bis viii) erstellten Gleichungen,
d.h. f(p].(Xl’ oo ,Xn), oo ’pk(X].’ “ o ,Xn)) E SATSP.

” c ”

Sei nun f(p;(Xy,...,X,),---,Pe(Xq,...,X,)) € SATsp, d.h. es gibt eine erfiillende Belegung fiir al-
le Gleichungen, die in vi) bis viii) konstruiert wurden, wenn man diese projektiv betrachtet. Sei
X3,...,X0,a;,a,c,. .., c; sowie d} und dl.*jjk fiir alle i,j,k € {1,2,3} mit i # j # k # i aus R®\{0}

ij?
ein Teil einer solchen erfiillenden Belegung, und x; := RxJ,...,x; = Rx,,q; := Raj,q;; := Rajj,
c; :=Rcj,...,cg :=Rc; sowie dj, :=Rd};, und di’jjk = ]Rdi*jjk firallei,j,k€{1,2,3} miti #j #k #1i.

* Aus (I') folgt, dass {aj, a;}, {aj, a;} und {a}, a;} linear unabhingig sind. Angenommen,
{aj, a5, a;} wire linear abhéngig. Dann gibt es A,u € R\{0}, sodass a; = A -aj + u - a; gilt,
und es folgt

Xa, = a;Xx (A-af—i—u-a;)

= A (aixa)+u-(a xa
(a} x ay) +u- (@) x @3)

=0

%

= ,u-(a’lﬁxa;),

d.h. {a] X a3, aj X a;} ist linear abhéngig, sodass [c;] = [c3] gilt, im Widerspruch (II’). Also ist
{aj, a;, a3} linear unabhéngig, und es gilt

3 _ / / /
R = ayva,Va,
sowie

0 = alf/\\/a; fir alle i,j € {1,2,3}.
j#i

Damit ist aj, a, a; eine erfiillende Belegung fiir (I) und (I1).

42



* Aus (I1I') folgt, dass {a’, a;“j} linear unabhéngig ist. Also gilt

a; A al{j = Ra; A Rafj
0.
Weiter folgt aus (I11')
alfVa;. = Ra} vRa;‘

= (m(w %))’
- (R(arxa))’

= Ra’V Ra:‘j
a; Vv aj,
sodass a’, alfj (i,j € {1,2,3}, i # j) auch die Gleichungen aus (II1) und (IV) erfiillen.

* Danach (IV") aj; = aj; gilt, folgt trivialerweise a; i =Raj; =Raj; = a;l., sodass auch die Gleichun-
gen aus (V) erfiillt werden.

« Aus (V'), (VI') und (VII) folgt
@ = Rag
= R (djxdj;)
= (rd; vIRad;*jjk)L
= (IR{di*k)l A (Rd;}jk)L
(B (o x @) A (R (a; ajfk))L
= (Rq; vRay) A (Ra};vRay)

= (afVa’k) A (al{j Va;k) .

Also ist die gewéhlte Belegung auch eine erfiillende Belegung fiir die Gleichungen aus (V).

* Nach vii) gilt [x} X a;] = [a] X a;]. Es folgt

x;va, = Rx!VRa,
= (R(xxa))
= (IR(a’l‘xa;))L

_ * *
= Ra; VRa,
_ / /
= ajVa,.
Weiter ist {x], a;} linear unabhéngig, sodass
/ / * *
x;Na, = Rx; ARa,
= 0

gilt. Damit sind auch die Gleichungen aus iv) von der gewahlen Belegung erfiillt.
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* Nach Korollar 3.18 wechseln sich die Verkniipfungen V und A in den Termgleichungen, aus de-
nen die Kreuzproduktgleichungen gebildet wurden, (gemal3 der Reihenfolge, in der sie ausgefiihrt
werden) ab. Hierbei wird die Verkniipfung A nur auf zwei Teilterme angewendet, die als t; V t,
geschrieben werden konnen, wobei t;, t, entweder wieder Terme oder aber Variablen sind.

Da die Klammerung bei der Berechnung der Kreuzproduktgleichungen aus den Verbandsgleichun-
gen nicht verdndert wurde, kann man die Kreuzproduktzeichen in zwei Klassen einteilen; solche,
welche die Verkniipfung V ersetzt haben, und solche, welche die Verkniipfung A ersetzt haben,
und diese wechseln sich weiterhin gemaR der Reihenfolge, in der sie ausgefiihrt werden, ab. Zur
Vereinfachung der Schreibweise werden diese nun mit x,, bzw. X, bezeichnet.
Im ersten Fall sind die Vektoren, deren Kreuzprodukt gebildet werden soll, linear unabhéngig, da
sonst die gesamte Kreuzproduktgleichung im Widerspruch dazu, dass es sich um eine erfiillende
Belegung handelt, null wird. Also sind die eindimensionalen Unterrdume, die sie reprasentieren,
verschieden, und deren Spann ist zweidimensional. Weiter steht dieser senkrecht auf dem eindi-
mensionalen Unterraum, welcher durch den Vektor, der durch Bilden des Kreuzproduktes entstan-
den ist, reprasentiert wird.
Im zweiten Fall wird das Kreuzprodukt zweier Vektoren gebildet, die wiederum jeweils durch das
Bilden eines Kreuzproduktes entstanden sind, wobei es sich bei diesen um X, -Kreuzprodukte han-
delt. Sie représentieren also jeweils einen eindimensionalen Unterraum, der senkrecht auf dem
zweidimensionalen Unterraum steht, deren Schnitt nun gebildet werden soll. Da das Kreuzprodukt
nicht null wird, sind die Vektoren linear unabhéngig, und somit stimmen diese zweidimensiona-
len Unterrdaume nicht iiberein. Damit ist der Schnitt der Unterrdume wieder eindimensional, und
analog dazu, dass die gewéhlte Belegung eine erfiillende Belegung fiir die Gleichungen in (V) ist,
folgt, dass das Kreuzprodukt der beiden Vektoren in diesem Unterraum liegt, also ein Reprasentant
fiir diesen eindimensionalen Unterraum ist.
Damit folgt iterativ, dass E’,x{, ... ,x,’1 eine erfiillende Belegung fiir die Verbandsgleichungen aus
iii) ist.

Insgesamt gilt also, dass @’ ein 3-Rahmen und @, x1,...,x, eine erfiillende Belegung fiir alle Verbands-

gleichungen t;(X;,...,X,,A) = A, ..., (X1, ..., X,,A) = A, ist, wobei x7,...,x/ wegen der Bedingun-

gen aus iv) Elemente aus %5 sind.

Mit Fakt 3.17 und struktureller Induktion folgt dann fiir alle j € {1,...,k}

ea_/l(tj(xix s Jx’/«l) = Ggll(tj(eal(xl)x RS Gal(xn)) = 65_/1(66’(pj(x1; e an))) = pj(xla s )xn);

sodass
0= egll(all) = egll(tj(xi; . 'Jx,/q)) = pj(xh cee )xn)

gilt, d.h. die Polynome p,(X;,...,X,),...,px(X1,...,X,) besitzen eine gemeinsame Nullstelle.
Damit gilt (p1(X1,-..,X), -+ > Dx(X1, -, X,)) € FEAS .
]

Korollar 3.22 Damit sind auch SAT,» und SATs» sowie SAT;, SAT, und SATs BP (JV 20 ) -vollstdndig.
Beweis: Die Aussage folgt aus den Propositionen 2.2 und 2.3 sowie Theorem 2.7. O]
Korollar 3.23 Es gibt einen Kreuzprodukt-Term, der iiber R3, aber nicht iiber Q3 erfiillbar ist.

Beweis: Das Polynom p(X) := X2 — 2, dessen Koeffizienten in Z liegen, besitzt die Nullstellen +/2
und —+/2 aus R\Q. Mit der Reduktionsfunktion aus Theorem 3.21 kann man dieses Polynom in einen
Kreuzprodukt-Term umformen, der in R3, aber nicht in Q? erfiillbar ist. O
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Ausblick

Im Rahmen dieser Arbeit wurde die Komplexitit von Kreuzprodukt-Term iiber R® bzw. P? untersucht,
wobei gezeigt wurde, dass SATsp und somit auch SAT,», SATsp, SAT5, SAT, und SATs BP (JV P]’Ié))-
vollstandig sind. Es bleibt zu untersuchen, ob auch SAT;p, SAT,p, SAT,p+, SAT; und SAT, vollstandig
beziiglich dieser Komplexitétsklasse sind.

Es ist bekannt, dass sich Kreuzprodukte nur in R® und R’ definieren lassen, wobei dies in R® eindeutig
ist, wihrend es in R’ verschiedene Méoglichkeiten fiir eine sinnvolle Definition gibt. Vgl. [5].

Definiert man nun die Erfiillbarkeitsprobleme von Kreuzprodukt-Termen iiber R” und P® analog zu
den Erfiillbarkeitsproblemen iiber R®> und P? (wobei ein ,Kreuzprodukt“iiber P® analog zu dem
,Kreuzprodukt“ iiber P? durch die Aquivalenzklasse des Kreuzproduktes zweier Reprisentanten der
Punkte aus P®, deren ,Kreuzprodukt“ gebildet werden soll, definiert wird), so wire zu untersuchen,
ob sich die gefundenen Reduktionen aus Kapitel 2 {ibertragen lassen.

Desweiteren stellt sich die Frage, ob es Beziehungen zwischen den Erfiillbarkeitsproblemen iiber R” und
R3 sowie P° und P? (oder R® und P° bzw. R” und P?) gibt, d.h. ob auch hier Reduktionen zwischen
Erfiillbarkeitsproblemen {iber verschiedenen Rdumen moglich sind, und falls ja, um welche der verschie-
denen Erfiillbarkeitsprobleme es sich hierbei handelt.

Weiter kann untersucht werden, ob auch diese Erfiillbarkeitsprobleme in BP (JV g’ﬂg ) liegen, und ob auch
hier einige oder eventuell alle der Erfiillbarkeitsprobleme vollstdndig beziiglich dieser Komplexitatsklasse
sind.
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