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1 Einleitung

In der internationalen Politik wie auch in menschlichen Interaktionen im All-
gemeinen ist die gegenseitige Ausiibung von Einfluss allgegenwirtig. Neben
der positiven Beeinflussung durch Versprechungen kommen dabei auch héufig
Drohungen zum Einsatz. Von Abschreckung spricht man, wenn eine Drohung
den Zweck verfolgt, das entsprechende Ziel von einer bestimmten Handlung
oder Vorgehensweise abzuhalten. Ob und wann Abschreckung die gewiinschte
Wirkung zeigt, lasst sich auch mathematisch mit Hilfe spieltheoretischer Me-
thoden darstellen und untersuchen. Fiir spieltheoretische Betrachtungen von
Entscheidungs- und Konfliktsituationen es zunéchst keine Rolle, ob es sich bei
den betrachteten Szenarien tatséchlich um Konflikte im engeren Sinne handelt
oder nur um die Interaktion egoistischer Akteure. Auch die Spieler miissen nicht
unbedingt menschlichen Personen entsprechen, sogar die Betrachtung von Ge-
nen oder erlernten Verhaltensweisen ist moglich, wie vielfdltige Anwendungen in
der Evolutionsbiologie zeigen (Weibull, 1997). Bei der Behandlung von Abschre-
ckungszenarien sind die Akteure in der Regel Staaten oder einzelne Personen
bzw. Personengruppen. Die fiir die mathematische Bearbeitung typischerwei-
se vorausgesetzte Rationalitdt der Akteure bleibt damit ein zu diskutierender
Punkt, welcher hier jedoch nicht genauer hinterfragt werden soll. Ein weite-
res Problem bei der Modellierung ist die (teilweise stark) vereinfachte Darstel-
lung einer zumeist komplexen Situation, wodurch viele Moglichkeiten fiir die
Wahl eines Modells bestehen und die Ergebnisse je nach Modell und Anfangs-
bedingungen stark voneinander abweichen kénnen. Hierdurch kann leicht der
Vorwurf entstehen, dass die Ergebnisse und Zusammenhénge nur aufgrund der
Modellwahl bzw. der Randbedingungen zustande kommen und ein Zurechtbie-
gen derselbigen moglich ist. Dem koénnte durch eine allgemeinere Betrachtung
der Modelle und Randbedingungen und eine mogliche Klassifikation derselben
entgegengewirkt werden. Die nachfolgende Arbeit soll dazu einen ersten Beitrag
leisten, wobei der Fokus auf den dafiir benoétigten mathematischen Zusammen-
héngen liegt.

Dazu wird zunéchst das generische 2x2 Spiel beziiglich verschiedener Eigen-
schaften untersucht und klassifiziert. Fiir die nachfolgende Verallgemeinerung
dieser Klassifikation erfolgt eine genauere Betrachtung der Auszahlungsmengen
auf Equilibrien und deren Zerlegung in die einzelnen Trigermengen fir Spiele
mit zwei Spielern. Es wird gezeigt, dass diese die Form eines kartesischen Pro-
dukts zweier Intervalle haben und die Auszahlung von héchstens einem pareto-
optimalen Equilibrium enthalten. Anschlielend folgt die Betrachtung der Aus-
zahlungmengen fiir drei (bzw. n) Spieler und es wird gezeigt, dass bereits fiir
die Tragermenge der vollstdndig gemischten Equilibrien die Auszahlungsmenge
die Form einer beliebig komplexen algebraischen Varietat annehmen kann.



2 Das generische 2x2 Spiel

Das einfachste nicht-triviale Spiel, das zur Modellierung in Frage kommt, ist
das generische 2x2 Spiel, in dem zwei Spieler ! je zwei Strategien zur Auswahl
haben. Bekannte Vertreter wie das Feiglingsspiel oder das Gefangenendilemma
spielen dabei eine besondere Rolle und werden auch in nachfolgender Klassifi-
kation beriicksichtigt und teilweise noch weiter differenziert. Die betrachteten
Spiele kénnen tabellarisch dargestellt werden als

1 2
1| (a11,b11) | (a12,b12)
(1121, 521) (a22, b22)

Abbildung 1: Das generische 2x2 Spiel

wobei a;j,b;; € R die Auszahlungen von Spieler A bzw. B sind, wenn Spieler A
Strategie ¢ und Spieler B Strategie j wahlt.

Die somit umfassten Spiele konnen auf nachfolgende Eigenschaften untersucht
werden.

2.1 Nash-Equilibrien

Das Nash-Equilibrium von Nash (1950) als elementares Losungskonzept der
Spieltheorie beschreibt eine stabile Strategiewahl der Spieler in dem Sinne, dass
kein Spieler einseitig seine Strategie wechseln mochte.

Definition 2.1 FEin Tupel von Strategien, eine fir jeden Spieler, ist genau dann
ein (reines) Nash-Equilibrium, wenn kein Spieler durch einseitiges Wechseln
seiner Strategie eine bessere Auszahlung erreichen kann.

Fiir 2 Spieler mit je 2 Strategien ist dies fiir ein Strategietupel (¢, k) genau dann
der Fall, wenn fiir alle j,1 € {1;2} gilt:

Qi > aji A bk > by

Die Nash-Equilibrien werden die Grundlage der nachfolgenden Klassifikation
bilden. Da aber nicht nur ihre Anzahl, sondern auch ihre Verteilung von Interesse
ist, wird folgender Begriff verwendet:

Definition 2.2 Zwei Strategietupel heiffen benachbart genau dann, wenn sie
sich nur in der Strategiewahl eines Spielers unterscheiden.

L Aus Griinden der Lesbarkeit wird auf eine geschlechtsspezifische Differenzierung, wie z.B.
Spieler /Innen, verzichtet. Entsprechende Begriffe gelten im Sinne der Gleichbehandlung fiir
beide Geschlechter.



Da das Vertauschen der Spieler oder der Strategien eines Spiels zentrale Ei-
genschaften des Spiels nicht dndert, konnen solche Spiele gemeinsam betrach-
tet werden. Mit der Equilibriumsmenge E¢ eines Spiels, die alle reinen Nash-
Equilibrien enthélt, kann man dazu festlegen:

Definition 2.3 Zwei n x n-Spiele G1,Go mit Equilibriumsmengen Eq,, Eq,
heifien strukturell-dquivalent genau dann, wenn eine Bijektion f : Eq, — Ea,
existiert, sodass fir alle e,g € Eg, f(e) und f(g) genau dann benachbart sind,
wenn e und g benachbart sind.

Offensichtlich ist iiber strukturelle Aquivalenz eine Aquivalenzrelation fiir n x n-
Spiele gegeben und die naheliegende Notation G; ~; G2 kann verwendet wer-
den. Entsprechend werden im Folgenden strukturell-dquivalente Spiele gemein-
sam betrachtet.

2.2 Gemischte Nash-Equilibrien

Gemischte Nash-Equilibrien erhélt man, wenn in Definition 2.1 jeder Spieler
nicht nur seine reine Strategien zur Auswahl hat, sondern stattdessen eine Wahr-
scheinlichkeitsverteilungen auf der Menge aller seiner reinen Strategien. Statt
der Auszahlung betrachtet man dann den Erwartungswert der Auszahlungen
beziiglich der gewédhlten Wahrscheinlichkeitsverteilungen aller Spieler.

Definition 2.4 Fine Wahrscheinlichkeitsverteilung auf der Strategiemenge ei-
nes Spielers heif$t gemischte Strategie.

Definition 2.5 Ein Tupel gemischter Strategien, eine fir jeden Spieler, heifst
gemischtes Nash-Equilibrium, wenn kein Spieler durch einseitiges Wechseln sei-
ner gemischten Strategie eine bessere erwartete Auszahlung erreichen kann.

Beachte, dass jede reine Strategie einer gemischten Strategie entspricht, in der
das gesamte Wahrscheinlichkeitsmafl auf eine Strategie konzentriert ist. Damit
sind insbesondere reine Strategien auch als gemischte Strategien darstellbar. Al-
le gemischten Strategien, in denen das Wahrscheinlichkeitsmafl auf verschiedene
Strategien verteilt ist, werden daher im Folgenden als echt gemischte Strategi-
en bezeichnet und gemischte Nash-Equilibrien, in denen mindestens eine solche
Strategie gespielt wird, als echt gemischte Nash-FEquilibrien. Diese sind von be-
sonderem Interesse, da es so innerhalb eines Spiels gewissermafien “zufillig” zu
einem Konflikt kommen kann. Wird sogar jede Strategie mit positiver Wahr-
scheinlichkeit gespielt, so spricht man von einer vollstdndig gemischten Strategie
bzw. von einem wvollstandig gemischten Nash-Equilibrium (wenn jede Strategie
vollstédndig gemischt ist). Fiir die Betrachtung solcher Nash-Equilibrien ist der
nachfolgende Satz von groflem Nutzen:

Satz 2.6 Fir jedes endliche, gemischte Nash-FEquilibrium stimmt die erwarte-
te Auszahlung eines Spielers mit den erwarteten Auszahlungen seiner reinen
Strategien, die mit positiver Wahrscheinlichkeit gespielt werden, tberein.



Beweis. Angenommen die erwarteten Auszahlungen der reinen Strategien mit
positiver Wahrscheinlichkeit stimmen nicht {iberein. Dann ist die erwartete
Auszahlung der gemischten Strategie kleiner wie die grofite erwartete Auszah-
lung der beteiligten reinen Strategien. Somit kann der entsprechende Spieler
seine Auszahlung verbessern, indem er statt seiner gemischten Strategie nur
diese reine Strategie wahlt, was im Widerspruch zur Equilibriumsvoraussetzung
steht. Da die erwartete Auszahlung insgesamt eine Konvexkombination der
Strategien mit positiver Wahrscheinlichkeit ist, muss auch diese mit den
erwarteten Auszahlungen der reinen Strategien iibereinstimmen. O

Fir 2 x 2-Spiele kann man ein gemischtes Nash-Equilibrium als Tupel
(p,q) € [0,1)* darstellen, wobei p bzw. ¢ die Wahrscheinlichkeiten fiir das
Spielen der ersten Strategie durch Spieler A bzw. Spieler B sind. Ist (p,q) ein
echt gemischtes Equilibrium, dann ist eine der beiden Wahrscheinlichkeiten
nicht ganzzahlig. OBdA sei dies p. Wegen Satz 2.6 miissen dann die erwarteten
Auszahlungen der beiden reinen Strategien von Spieler A tibereinstimmen, d.h.

gran+(1—¢q)-a2=¢q-an+(1-¢) - ax

Dies ist genau dann der Fall wenn

a22 — @12 = a1 — a1 =0 (A1)
oder
(99 — a
az —aip +aj; —an #0 A qg= 212 (A2)

Qg2 — @12 + @11 — 21

Im Fall (A1) liefern beide reinen Strategien die gleiche erwartete Auszahlung,
egal welche Strategie von Spieler B gespielt wird. Beachte, dass der absolute
Auszahlungswert weiterhin von Spieler B abhédngen kann.

Ist fiir das betrachtete Spiel (A1) nicht erfiillt und

a2z — a1z +ai; —az; =0

oder

A22 — @12

[0,1]
Q22 — a12 + @11 — a2

so sind die Terme (a22 — ai2) und (a11 — ag1) von 0 verschieden und haben un-
terschiedliche Vorzeichen, womit eine der beiden Strategien fiir Spieler A immer
eine bessere Auszahlung wie die andere liefert, d.h. diese strikt dominiert. In
diesem Fall gilt fiir alle gemischten Equilibrien entweder p = 1 (wenn Strategie
2 strikt dominiert wird) oder p = 0 (wenn Strategie 1 strikt dominiert wird).



Analog ergibt sich fiir Spieler B, wenn angenommen wird, dass ¢ € (0, 1), fiir
jedes gemischte Nash-Equilibrium

bao —bo1 = b11 — b2 =0 (B1)

oder

bao — bay
bao — ba1 + b11 — bi2

bog — b2y +b11 —bi2 #0 A p= (B2)

Beachte, dass fiir ein gegebenes gemischtes Nash-Equilibrium tiber die Produk-
te der einzelnen Wahrscheinlichkeiten eine Wahrscheinlichkeitsverteilung iiber
der Menge der moglichen Ergebnisse induziert wird. Ob fiir ein gegebenes Er-
gebnis (i,k) ein echt gemischtes Nash-Equilibrium existiert, sodass es in der
induzierten Wahrscheinlichkeitsverteilung eine positive Wahrscheinlichkeit er-
hélt, lisst sich mit den obigen Uberlegungen leicht feststellen. Dazu kann man
zwei Fille unterscheiden: Entweder es existiert ein vollstdndig gemischtes Equi-
librium, d.h. die obigen Bedingungen sind fiir beide Spieler erfiillt, oder es gibt
ein Nash-Equilibrium, in dem einer der Spieler (im Folgenden B) eine gemischte
Strategie spielt und der andere Spieler (im Folgenden A) die zum Ergebnis pas-
sende Strategie (hier: Strategie ¢). Damit ein solches Nash-Equilibrium existiert,
muss (wenn wie oben j bzw. [ die beiden verbleibenden Strategien der Spieler
sind) nach Satz 2.6 b;, = by sein. Fiir Spieler A muss die erwartete Auszahlung
von i mindestens so gut sein, wie von j, d.h. fiir ein passendes ¢ € (0,1) muss
gelten:

q-aix +(1—q)-aiy>q-a,+(1—q)-aj (*)
Ein solches g existiert nur dann nicht, wenn
(aix <ajx N ag<aj) V (aw<ap A ag <aj) (B3)
denn selbst wenn

Al > Ak

i < aj1

muss ¢ € (0,1) nur grof} genug (oder im umgekehrten Fall klein genug) gewéhlt
werden, damit

q-(aix —ajr) > (1 —q) - (aj —aq)

was dquivalent zu (*) ist.
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2.3 Trembling-Hand-Equilibrien

Ein Trembling-Hand-Equilibrium (oder auch trembling-hand-perfektes Nash-
Equilibrium) ist eine von Selten (1975) entwickelte Verfeinerung des Nash-
Equilibriums, welche zusétzlich eine Stabilitat beziiglich kleiner Abweichung
in den gemischten Strategien der Spieler fordert. Eine Abweichung dieser Art
kann als Fehler des Spielers (beispielsweise durch beschriankte Rationalitét) in
der Strategieauswahl interpretiert werden und ist damit bei der Betrachtung
menschlicher Spieler von besonderem Interesse.

Fiir die hier betrachteten Spiele lasst sich diese Idee leicht {iber die erwarteten
Auszahlungen in einfache Bedingungen iiberfithren. Betrachte also ein reines
Nash-Equilibrium (7, k) des generischen 2x2-Spiels. Damit (i, k) stabil gegeniiber
Abweichungen in der Strategie von Spieler B ist, muss die erwartete Auszah-
lung der reinen Strategie ¢ von Spieler A fiir kleine Abweichungen € > 0 auch
dann noch mindestens so grof} sein wie die von Strategie j, wenn Spieler B seine
Equilibriumsstrategie k& nur mit Wahrscheinlichkeit (1 — €) spielt. Sind j # ¢
und ! # k die beiden anderen Strategien von Spieler A bzw. Spieler B, so muss
gelten:

(I—e€apx+e-ay>(1—e€ajy+e-aj
oder dquivalent dazu
aix, — aji + €(ay — aj + ajr — ag) >0

Da (i, k) ein Nash-Equilibrium ist und somit entweder a;; — a;r > 0 oder a;; —
a;r = 0 gilt, ist obige Gleichung genau dann fiir hinreichend kleine Fehler € > 0
erfullt, wenn

aixk —ajr >0 V ay—aj >0
Betrachtet man Abweichungen in der Strategie von Spieler A, so folgt analog:

bik —by >0 V  bjr—0b;;>0

2.4 Graphendarstellung und Notation

Mit obigen Kriterien kénnen die 2x2-Spiele nun untersucht und entsprechend
struktureller Aquivalenz zusammengefasst werden. Aus Griinden der Anschau-
lichkeit wird jedem Fall ein représentatives Beispiel und ein Graph beigefiigt.
Innerhalb dieses Graphen wird jedes Strategietupel durch einen Knoten
dargestellt und zwei Knoten genau dann durch eine Kante verbunden, wenn
(a) die zugehorigen Strategietupel benachbart sind und (b) die Préferenz des
Spielers, beziiglich dessen die Kombinationen benachbart sind, zwischen beiden
Ergbnissen eindeutig festgelegt ist. Je nach Art dieser Préaferenz ist die Kante
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entweder gerichtet (auf die préferierte Kombination) oder ungerichtet (bei
Gleichwertigkeit). Der Fall, dass eine der Kombinationen nicht préferiert wird
(aber nicht festgelegt ist, ob die andere préferiert wird oder keine von beiden),
wird durch eine entsprechende durchgestrichene Kante im Graphen vermerkt.
Die Knoten werden je nach Eigenschaften der zugehorigen Strategietupel genau
einem der folgenden Typen zugeordnet:

E: die entsprechende Kombination ist ein Nicht-Trembling-Hand-Nash-
Equilibrium

T: die entsprechende Kombination ist ein Trembling-Hand-Equilibrium

(T): die entsprechende Kombination ist ein Nash-Equilibrium, das unter
zusétzlichen Voraussetzungen ein Trembling-Hand-Equilibrium wird

X: die entsprechende Kombination ist kein Nash-Equilibrium

So ergibt sich zum Beispiel aus dem Spiel

(1,2)
(0,1)

Abbildung 2: Beispiel eines 2x2-Spiels

der zugehorige Graph zu:

Abbildung 3: Graph des Beispiels aus Abb.2

wobei an den Kanten jeweils der Spieler vermerkt wurde, beziiglich dessen die
verbundenen Strategietupel benachbart sind. Beachte, dass diese Graphendar-
stellung fiir groBere Spiele ihre Ubersichtlichkeit verliert, da die Anzahl der
benétigten Kanten fakultativ mit der Anzahl der Strategien jedes Spielers steigt.

Die hier untersuchten Spiele koénnen jeweils als Abschreckungsszenario in-
terpretiert werden, wenn die Strategien mit den Moglichkeiten der Spieler
sich kooperativ zu verhalten (im Folgenden Strategie 1) oder aggressiv zu
verhalten (im Folgenden Strategie 2) identifiziert werden. Die vier moglichen
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Ergebnisse sind dann interpretierbar als Frieden (beide Spieler kooperieren), A
gewinnt bzw. B verliert (nur Spieler B kooperiert), B gewinnt bzw. A verliert
(nur Spieler A kooperiert) oder offener Konflikt (kein Spieler kooperiert).
Dabei muss es sich bei dem Konflikt nicht unbedingt um eine bewaffnete
Konfrontation handeln, da sich das Konzept der Abschreckung auch auf
andere Situationen iibertragen ldsst. Damit eine geplante Abschreckung die
gewiinschte Wirksamkeit entfalten kann, miissen wenigstens zwei Bedingungen
erfilllt sein. Zunédchst muss sich fiir den Abzuschreckenden eine Ausfithrung
der angedrohten Mafinahmen innerhalb eines Konflikts tatsédchlich hinreichend
negativ auswirken. Im Folgenden wird daher die Abschreckungsmoglichkeit
eines Spielers als geeignet bezeichnet, wenn der andere Spieler den Status quo
gegeniiber dem Konflikt bevorzugt. Gleichzeitig muss der abschreckende Spieler
auch in der Lage sein, die Drohung in die Tat umzusetzen ohne entgegen
seinen eigenen Priferenzen zu handeln, da die Drohung sonst nicht ernst
genommen wird. Aus diesem Grund heifit die Abschreckungsmoglichkeit eines
Spielers im Folgenden glaubwiirdig, wenn der Spieler den Konflikt vor dem
Verlieren bevorzugt. Es wird sich zeigen, dass diese Bedingungen, entgegen der
naheliegenden Vermutung nicht hinreichend fiir eine erfolgreiche Abschreckung
innerhalb des generischen 2x2-Spiels sind. Ergénzend koénnen verschiedenen
Spielertypen identifiziert werden. Ein Spieler heifit im Folgenden konfiiktbereit,
wenn er den Konflikt vor dem Verlieren bevorzugt und konflikimeidend, wenn
das Gegenteil der Fall ist. Diese Begriffe entsprechen im Wesentlichen den von
Zagare & Kilgour verwendeten Begriffen von capable und credible Threats, sowie
den Spielertypen soft und hard (Zagare & Kilgour, 2004). Ergénzend dazu
wird ein Spieler als konfliktneutral bezeichnet, wenn er weder konfliktbereit,
noch konfliktmeidend ist. Weiter heifit ein Spieler expansiv, wenn er Gewinnen
gegeniiber dem Status quo préiferiert und passiv, im umgekehrten Fall. Trifft
keines von beiden zu, wird der Spieler als expansionsneutral bezeichnet.
Beachte, dass so jedem Spieler genau zwei der obigen Spielertypen zugeordnet
werden kdnnen, aber die Praferenzen des Spielers nicht vollsténdig beschrieben
sind, da durch die Spielertypen unter anderem die Préferenz zwischen Status
quo und Konflikt nicht festgelegt ist. Fir die nachfolgende Einordnung eines
2x2 Spiels beziiglich struktureller Aquivalenz wird sich allerdings zeigen, dass
die Kenntnis der Spielertypen ausreichend ist.

Beachte weiter, dass in den nachfolgenden Spieleklassen ein Vertauschen der
Strategien eines Spielers die Interpretation der Situation &ndert, obwohl die
Struktur des Spiels gleich bleibt. FEinige Interpretationen kénnen dabei auf den
ersten Blick fiir Abschreckungsszenarien untypisch erscheinen, beispielsweise
wenn ein Spieler den Status quo vor dem Gewinnen bevorzugt (d.h. passiv
ist), jedoch ist eine uneingeschrinkte Betrachtung aller Félle ausdriicklich Teil
der Zielsetzung. Zudem konnen auch solche Situationen in der Regel sinnvoll
interpretiert werden. So konnte sich ein militarischer Sieg aufgrund des Verlusts
von Handelspartnern oder wirtschaftlichen Sanktionen trotz moglicher Gewinne
in anderen Bereichen insgesamt nachteilig auswirken und so eine Bevorzugung
des Status quo rechtfertigen.
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2.5 Das Gleichgiiltigkeitsspiel?

a1 = az1 bay = bay ags = a1z bia =bny

1 2

1] (1,1) | (0,1)
21 (1,0) | (0,0)

Abbildung 4: Beispiel des Gleichgiiltigkeitsspiels

Abbildung 5: Graph des Gleichgiltigkeitsspiels

In diesem Fall sind beide Spieler expansions- und konfliktneutral und somit al-
le Strategietupel Trembling-Hand-Equilibrien, da die Auszahlung eines Spielers
nur von der gewahlten Strategie des anderen Spielers abhédngt. Ein Spieler kann
sich nie durch einseitiges Wechseln seiner Strategie verbessern und eine mogli-
che Unschirfe in der Strategiewahl des Mitspielers dndert daran nichts. Ebenso
ist jedes Tupel gemischter Strategien ein gemischtes Nash-Equilibrium. Entspre-
chend der Equilibrien und neutralen Haltung der Spieler kann jedes Ergebnis als
gleichwahrscheinlich betrachtet werden. Beachte dabei, dass fiir die Spieler in
der Regel trotzdem ein optimales Ergebnis existiert, wie das gegebene Beispiel
zeigt. In diesem kann es also zum Konflikt kommen, obwohl der Status Quo
von beiden Spielern bevorzugt wird. Somit schligt bereits in dieser (wenn auch
speziellen) Klasse von Spielen eine mogliche Abschreckung fehl, obwohl beide
Abschreckungspotentiale in obigem Beispiel glaubwiirdig und geeignet sind. Es
wird sich spéter zeigen, dass dies noch in weiteren Klassen moglich ist.

2Hinweis: Die Benennungen der einzelnen Klassen ist frei gewéhlt
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2.6 Das Absicherungsspiel
a1 = az1 bay > bay ags < arz bia =0bny

bo1 > bao oder age < aqa

1 2
11(2;2) | (1;2)
2 (2:1) | (0;0)

Abbildung 6: Beispiel des Absicherungsspiels

)

Abbildung 7: Graph des Absicherungsspiels

Das Absicherungsspiel entspricht im Wesentlichen dem Gleichgiiltigkeitsspiel,
nur das mindestens einer der Spieler konfliktmeidend ist, d.h. Verlieren vor dem
Konflikt bevorzugt. Damit ist der Konflikt als einziges Ergebnis kein Nash-
Equilibrium. Der Status quo ist in jedem Fall ein Trembling-Hand-Equilibrium,
die beiden Ergebnisse, bei denen ein Spieler gewinnt, nur dann wenn dieser Spie-
ler nicht konfliktmeidend (und damit sein Bedrohungspotential glaubwiirdig)
ist. Das liegt daran, dass sich ein konfliktmeidender, nicht-expansiver Spieler
immer durch kooperatives Verhalten gegeniiber einem moglichen Konflikt absi-
chern wird, wenn er auch nur die kleinste Moglichkeit einer Nicht-Kooperation
des anderen Spielers vermutet. Fiir Spieler dieser Art ist die Kooperation eine
schwach dominante Strategie, das heifit diese Strategie ist vom Ergebnis fiir den
Spieler in manchen Féllen besser, aber nie schlechter. Daher gibt es auch kein
echt gemischtes Equilibrium, das das Risiko eines zufélligen Konfliktes mit sich
bringt.

2.6.1 Vertauschen der Strategien beider Spieler

Vertauscht man die Strategien (d.h. Strategie 1 ist aggressiv, Strategie 2 ko-
operativ), so entspricht das Absicherungsspiel einem Gleichgiiltigkeitsspiel, bei
dem mindestens einer der Spieler expansiv ist. Der Status quo ist das einzige
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Ergebnis, das kein Nash-Equilibrium ist. Der Konflikt ist immer ein Trembling-
Hand-Equilibrium, das Verlieren eines Spielers genau dann, wenn dieser Spieler
nicht expansiv ist, da er sonst nicht kooperieren wird, um die Chance auf einen
Gewinn zu haben. Nicht-Kooperation ist dann schwach dominant gegeniiber der
Kooperation.

2.6.2 Vertauschen der Strategien eines Spielers

Vertauscht man die Strategien eines Spielers (im Folgenden Spieler A), so
ist A konfliktbereit oder B passiv. In jedem Fall ist “A gewinnt“ immer
ein Trembling-Hand-Equilibrium, das Gewinnen von Spieler B als einziges
kein Nash-Equilibrium. Der Status quo ist genau dann ein Trembling-Hand-
Equilibrium, wenn keiner der Spieler konfliktbereit ist und damit die Trembling-
Hand-Perfektheit stort. Ist einer der Spieler passiv, ist zudem der Konflikt kein
Trembling-Hand-Equilibrium. Der potentiell aggressive Spieler scheint gegen-
iiber dem potentiell passiven Spieler durch seine Haltung einen Vorteil zu erlan-
gen, da sein Gewinn das einzige sichere Trembling-Hand-Equilibrium darstellt
und das Gewinnen des anderen Spielers nie. Beachte aber, dass ein passiver Spie-
ler nicht auf den eigenen Gewinn abzielt, sondern stattdessen den Status quo
bevorzugt. Dessen Trembling-Hand-Perfektheit ist wiederum wesentlich von der
Haltung des anderen, potentiell aggressiven Spielers abhingig. Gleiches gilt fiir
einen konfliktbereiten, nicht-expansiven Spieler, der in dieser Situation primér
auf einen Konflikt ausgerichtet ist (und nicht auf das Gewinnen).

Zur besseren Ubersichtlichkeit der moglichen Interpretationen einer Spieleklasse
werden diese im Folgenden auch tabellarisch aufgelistet, wobei von Féllen, die
durch das Vertauschen von Spielern ineinander iiberfithrbar sind, jeweils nur
einer dieser Fille aufgelistet wird. Dabei werden die Equilibrien hervorgehoben,
die trembling-hand-perfekt sind, und die moéglichen Ergebnisse wie folgt notiert:
A /B: Spieler A/B gewinnt

SQ: Status quo

K: Konflikt

Zusétzlich wird vermerkt, ob ein echt gemischtes Equilibrium existiert, das einen
Konflikt als mogliches Ergebnis besitzt und damit ein ”Zufallskonflikt* moglich
ist.

Fiir das Absicherungsspiel ergibt sich:
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Tabelle 1: Konfiguraionen des Absicherungsspiels
Typ Spieler A Typ Spieler B Equilibrien | Zufallskonflikt
expansionsneutral | expansionsneutral SQ,AB Nein
konfliktmeidend konfliktmeidend
expansionsneutral | expansionsneutral SQ.BA Nein
konfliktmeidend konfliktneutral
expansiv expansiv K,AB Ja
konfliktneutral konfliktneutral
expansiv expansionsneutral K,AB Ja
konfliktneutral konfliktneutral
expansionsneutral passiv A K,SQ Ja
konfliktbereit konfliktneutral
expansionsneutral | expansionsneutral | A /K,SQ Ja
konfliktbereit konfliktneutral
expansionsneutral passiv A SQK Ja
konfliktneutral konfliktneutral

2.7 Kooperationsspiel

a1 > a1 aze < ajz big = by

bo1 < bgo oder ajq; > as

Abbildung 9: Graph des Kooperationsspiels
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Im Kooperationsspiel ist Spieler A konfliktmeidend und nicht-expansiv, Spie-
ler B wiederum expansionsneutral. Dariiber hinaus ist Spieler B konfliktbe-
reit, wenn Spieler A ebenfalls expansionsneutral ist. Damit ist die Kooperation




fiir Spieler A in jedem Fall eine schwach dominante Strategie und der Status
quo und das Gewinnen von Spieler B sind die einzigen Nash-Equilibrien. De-
ren Trembling-Hand-Perfektheit hdngt davon ab, ob Spieler B konfliktmeidend
oder konfliktbereit ist: Ist er konfliktmeidend, ist “B gewinnt” kein Trembling-
Hand-Equilibrium, ist er konfliktbereit ist der Status quo nicht trembling-hand-
perfekt. Wie im Absicherungsspiel geniigt es auch ohne expansive Spieler, dass
einer der Spieler konfliktbereit ist, um die Trembling-Hand-Perfektheit aufzu-
heben.

2.7.1 Vertauschen der Strategien beider Spieler

Vertauscht man wie oben die Strategien beider Spieler untereinander, dreht sich
das Kooperationsspiel um. Spieler A ist nicht-konfliktmeidend und expansiv,
Spieler B ist konfliktneutral und passiv, wenn Spieler A ebenfalls konfliktneutral
ist. In der Folge ist fiir A Nicht-Kooperation schwach dominant und der Kon-
flikt und “A gewinnt” die einzigen Equilibrien. Die Trembling-Hand-Perfektheit
héngt von der Priferenz von B zwischen Gewinnen und Status quo ab.

Tabelle 2: Konfigurationen des Kooperationsspiels

Typ Spieler A Typ Spieler B Equilibrien | Zufallskonflikt
passiv expansionsneutral B,SQ Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
passiv expansionsneutral B.SQ Nein
konfliktmeidend konfliktneutral
passiv expansionsneutral SQ.B Nein
konfliktmeidend konfliktmeidend
expansionsneutral | expansionsneutral B,SQ Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
passiv expansionsneutral SQ.B Nein
konfliktneutral konfliktmeidend
expansiv passiv AK Ja
konfliktbereit konfliktneutral
expansiv expansionsneutral AK Ja
konfliktbereit konfliktneutral
expansiv expansiv KA Ja
konfliktbereit konfliktneutral
expansiv passiv A K Ja
konfliktneutral konfliktneutral
expansionsneutral expansiv KA Ja
konfliktbereit konfliktneutral
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2.8 Verallgemeinertes Feiglingsspiel
a1 < agr bay > bay age <arp bz > biy
b21 > b22 oder a1g > a2

bia > b1q oder as; > aqr

Abbildung 10: Beispiel des Verallgemeinerten Feiglingsspiels

@ B

Abbildung 11: Graph des Verallgemeinerten Feiglingsspiels

Im Verallgemeinerten Feiglingsspiel ist mindestens einer der beiden Spieler kon-
fliktmeidend und mindestens einer von beiden expansiv. Das klassische Feig-
lingsspiel ergibt sich, wenn fiir beide Spieler beides zutrifft. Damit sind insbe-
sondere alle Spiele dieser Klasse zu diesem strukturell-dquivalent. “A gewinnt”
bzw. “B gewinnt” sind hier die einzigen Equilibrien, wobei mindestens eines
davon trembling-hand-perfekt ist.

2.8.1 Vertauschen der Strategien eines Spielers

Vertauscht man die Strategien eines Spielers, so sind entsprechend der Status
quo und der Konflikt die einzigen Equilibrien, da die Spieler entweder passiv
oder konfliktbereit sind. Insgesamt ergeben sich folgende Varianten:
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Tabelle 3: Konfigurationen des Verallgemeinerten Feiglingsspiels

Typ Spieler A Typ Spieler B Equilibrien | Zufallskonflikt
expansiv expansionsneutral BA Ja
konfliktmeidend konfliktneutral
expansiv expansiv BA Ja
konfliktmeidend konfliktneutral
expansiv expansionsneutral AB Nein
konfliktmeidend konfliktmeidend
expansiv expansiv AB Ja
konfliktmeidend konfliktmeidend
expansiv expansionsneutral AB Nein
konfliktneutral konfliktmeidend
passiv expansionsneutral SQ.K Ja
konfliktbereit konfliktneutral
passiv passiv SQ.K Ja
konfliktbereit konfliktneutral
passiv expansionsneutral K,SQ Nein
konfliktbereit konfliktbereit
passiv passiv SQ.K Ja
konfliktbereit konfliktbereit
passiv passiv SQ,K Nein
konfliktneutral konfliktneutral
expansionsneutral | expansionsneutral K,SQ Nein
konfliktbereit konfliktbereit

2.9 Verallgemeinertes Gefangenendilemma

bar < baa age > aiz b1z > by

b21 < b22 oder a1 < a1l

Abbildung 12: Beispiel des Verallgemeinerten Gefangenendilemmas
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Abbildung 13: Graph des Verallgemeinerten Gefangenendilemmas

Im Verallgemeinerten Gefangendilemma existiert genau ein Nash-Equilibrium,
das in jedem Fall trembling-hand-perfekt ist. Um den Konflikt als Nash-
Equilibrium zu erhalten, reicht es, dass ein Spieler expansiv und nicht-
konfliktmeidend ist und der andere konfliktbereit. Die Préferenz des letzteren
zwischen Status quo und Gewinnen ist irrelevant. Beachte, dass hier entspre-
chend des gegebenen Beispiels wieder der Fall auftreten kann, dass beide Spieler
geeignete und glaubhafte Drohungspotentiale besitzen, aber trotzdem keine er-
folgreiche Abschreckung gegeben ist.

2.9.1 Vertauschen der Strategien beider Spieler

Um den Status quo als einziges Equilibrium zu erhalten, muss Kooperation fiir
einen Spieler schwach dominant sein und der andere Spieler passiv. Hier spielt
es keine Rolle, ob Letzterer konfliktbereit, konfliktmeidend oder konfliktneutral
ist.
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Tabelle 4: Konfigurationen des Verallgemeinerten Gefangenendilemmas

Typ Spieler A Typ Spieler B Equilibrien | Zufallskonflikt
passiv expansiv K Nein
konfliktbereit konfliktbereit
expansionsneutral expansiv K Nein
konfliktbereit konfliktbereit
expansiv expansiv K Nein
konfliktbereit konfliktbereit
passiv expansiv K Ja
konfliktbereit konfliktneutral
passiv passiv SQ Nein
konfliktbereit konfliktmeidend
passiv passiv SQ Nein
konfliktneutral konfliktmeidend
passiv passiv SQ Nein
konfliktmeidend konfliktmeidend
passiv expansionsneutral SQ Nein
konfliktbereit konfliktmeidend
expansiv expansiv B Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
expansionsneutral expansiv B Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
passiv expansiv B Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
expansiv expansionsneutral B Nein
konfliktmeidend konfliktbereit
expansiv passiv A Nein
konfliktneutral konfliktmeidend
expansiv passiv A Nein
konfliktmeidend konfliktmeidend
expansiv passiv A Ja
konfliktmeidend konfliktneutral

a1 > a1 bor > bao age > aiz b1z > b1y

2.10 Spiel der Gegensiatze
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Abbildung 14: Beispiel des Spiels der Gegensétze
B

Abbildung 15: Graph des Spiels der Gegenséitze

In diesem Spiel existiert gar kein Equilibrium, da die Praferenzen der Spieler
genau gegensatzlich verlaufen. Einer der Spieler ist expansiv-konfliktmeidend,
der andere passiv-konfliktbereit. Allerdings exisitiert ein vollstdndig gemischtes
Nash-Equilibrium, d.h. es kann dennoch zum (zufélligen) Konflikt kommen.

2.11 Degenerierte Spiele

Die Nash-Equilibrien wurden mit Hilfe der Trembling-Hand-Bedingungen
bereits auf ihre Stabilitat beziiglich kleiner Abweichungen in den Strategien
der Spieler untersucht. Ebenso kann auch die Stabilitit der aufgefiihrten
Spieleklassen beziiglich kleiner Abweichungen in den Auszahlungen der Spieler
betrachtet werden.

Definition 1.6 Sei G=(P,S,U) ein reellwertiges n x n-Spiel mit Auszah-
lungsfunktion U : S — R? und Gs, = (P,S,U") mit e € R2, 50 € S
und

U'(s) = U(s) s€S\{so}
U(s)+e s=so
ein pertubiertes Spiel, das durch eine Abweichung um € in der Auszahlungsfunk-
tion entsteht. Die Stabilitit S von G sei

S(G) :=Inf{|e| : e € R?, 350 € S mit GS, #*s G}

Ein Spiel G mit S(G) = 0 (bzw. eine Klasse von Spielen mit S(G) = 0) heiit im
Folgenden auch degeneriertes Spiel und entspricht im Wesentlichen den von Za-
gare & Kilgour (2004) bei ihrer Analyse als Spezialfall ausgeklammerten Spielen.
Solche Spiele sind durch infinitesimale Anderungen in der Auszahlungsfunktion
in Spiele aus anderen Struktur-Aquivalenzklassen iiberfiihrbar. Die sich daraus
ergebende Verkniipfung der Struktur-Aquvalenzklassen untereinander kénnen
wieder anhand eines Graphen dargestellt werden. Dabei werden die einzelnen
Klassen als Knoten dargestellt und eine gerichtete Kante (C, D) zwischen zwei
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Knoten C und D erstellt, wenn jedes Spiel aus der zugehorigen Klasse von C
durch (méglicherweise mehrere) infinitesimale Anderungen an der Auszahlungs-
funktion in ein Spiel aus der zugehorigen Klasse von D iiberfithrt werden kann.
Der folgende Graph wurde anschlieBend noch iibersichtlicher gestaltet, indem
jede gerichtete Kante, flir die bereits ein gerichteter Weg mit gleichem Anfangs-
und Endpunkt existierte, wieder eliminiert wurde. Da insbesondere strukturell-
dquivalente Spiele nicht zwangslaufig die gleiche Stabilitdt haben und sich schon
allein dadurch die Art der moglichen Uberfiihrungen éndern kann, miissen die
einzelnen Klassen noch etwas weiter wie folgt differenziert werden:

1.
2.

10.
11.

12.

13.

14.

15.

GS ist das Gleichgiiltigkeitsspiel

AS1 ist das Absicherungsspiel, wobei nur in einer der betrachteten Bezie-
hungen echte Ungleichheit gilt.

AS2 ist das Absicherungsspiel, wobei in beiden betrachteten Beziehungen
echte Ungleichheit gilt.

dFS3 ist das Allgemeine Feiglingsspiel, bei dem in genau einer der be-
trachteten Beziehungen Gleichheit gilt.

dFS2 ist das Allgemeine Feiglingsspiel, bei dem von jedem Spieler genau
eine der betrachteten Beziehungen mit Gleichheit erfillt ist.

dFS1 ist das Allgemeine Feiglingsspiel, bei dem bei einem der Spieler
Gleichheit zwischen beiden betrachteten Beziehungen gilt.

KS1 ist das Kooperationsspiel, bei dem bei einem Spieler bei beiden be-
trachteten Beziehungen Gleichheit gilt.

KS2 ist das Kooperationsspiel, bei dem bei jedem Spieler eine der betrach-
teten Beziehungen mit Gleichheit gilt.

KS3 ist das Kooperationsspiel, bei dem nur eine der betrachteten Bezie-
hungen mit Gleichheit erfillt ist.

kF'S ist das klassische Feiglingsspiel.

dGD1 ist das Allgemeine Gefangenendilemma, wobei keiner der Spieler
eine strikt dominante Strategie besitzt.

dGD2 ist das Allgemeine Gefangenendilemma, wobei einer der Spieler eine
strikt dominante Strategie besitzt und fiir den anderen Spieler eine der
betrachteten Beziehungen mit Gleichheit gilt.

kGD ist das (nicht-degenerierte) klassische Gefangendilemma.

nGD ist der zweite nicht-degenerierte Fall des Allgemeinen Gefangenen-
dilemmas.

SdG ist das Spiel der Gegensétze.
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iipfende Graph ergibt sich dann zu
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Abbildung 16: Uberfiihrbarkeitsgraph des generischen 2x2 Spiels

Anhand des Graphen lésst sich erkennen, welche Fille dhnlich sind und wel-
che Moglichkeiten der Bildung eines nicht-degenerierten Spiels durch Abwei-
chungen in der Auszahlungsfunktion bestehen. Dabei ist das nicht-degenerierte
Gefangenendilemma (nGD) mit allen degenerierten Fillen verkniipft und dem
klassischen Gefangenendilemma (kGD) fehlt nur eine Verkniipfung zur drit-
ten Unterklasse des Kooperationsspiels (KS3), wihrend den beiden anderen
nicht-degenerierten Fillen, das Spiel der Gegensidtze (SdG) und das klassi-
sche Feiglingsspiel (kFS), jeweils ganze 5 Verkniipfungen fehlen. Werden die
relevanten Préferenzen der Spieler innerhalb des generischen 2x2-Spiels zu-
fallig ausgewdhlt, so ergibt sich eine dhnliche Verteilung. In der Hélfte aller
nicht-degenerierten Félle ergibt sich das nicht-degenerierte Gefangenendilemma
(nGD). Das klassiche Gefangenendilemma (kGD) immerhin in einem Viertel
der nicht-degenerierten Félle und sowohl das klassiche Feiglingsspiel als auch
das Spiel der Gegensétze ergeben sich nur in jedem achten Fall.

3 Auszahlungsmengen fiir 2 Spieler

Um den Begriff der strukturellen Aquivalenz zu erweitern und die Spiele be-
zuglich Priferenzordnung der Spieler fiir die verschiedenen Nash-Equilibrien zu
unterscheiden, ist eine Betrachtung der Auszahlungen der in einem Spiel vor-
handenen Nash-Equilibrien notwendig. Ist deren Anzahl endlich, so konnte die
Relation der Nash-Equilibrien zueinander beziiglich der Spielerpriaferenzen als
endliches Tupel darstellen. Im Folgendenden wird gezeigt, dass die Anzahl zwar
nicht endlich ist, aber die Auszahlungsmengen zumindest fiir 2-Spieler-Spiele
eine ganz bestimmte Struktur aufweisen und immerhin die Anzahl der Auszah-
lungen pareto-optimaler Nash-Equilibrien durch die Anzahl der Strategien der
Spieler beschréankt ist.

3.1 Notationen

Ein endliches, reellwertiges Spiel mit 2 Spielern sei im Folgenden ein 3-Tupel
G = ({A,B},S4 x Sp,U) mit Strategieanzahlen n,m € Nt Strategiemengen
Sa:={1,2,---,m}, Sp :={1,2,--- ,n}, und einer Auszahlungsfunktion U :
S4 x Sg — R2. Die Mengen

m
MA;:{ae]Rm:Zaizl aie[oal]}
=1

Mp:={beR":> b=1 b €l01]}

i=1

seien die Mengen der gemischten Strategien der Spieler und der Trdger einer
gemischten Strategie a € M4 sei die Menge

supp(a) := {i € N:a; > 0}
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aller Strategien, die innerhalb dieser Strategie mit Wahrscheinlichkeit gréfier 0
gewéhlt werden. Der Tréager eines Tupels (a,b) € M4 x Mp gemischter Strate-
gien sei gegeben durch die Menge

supp(a, b) := supp(a) x supp(b)

und die Menge E¢ sei die Menge aller gemischten Nash-Equilibrien von G.
A, B € R™*" geien die Auszahlungs-Matrizen der Spieler, d.h. wenn Spieler
A Strategie i € S, spielt und Spieler B Strategie j € Sp, erhilt Spieler A
die Auszahlung A; ; := Ui(4, ) und Spieler B die Auszahlung B; ; := Us(i, 7).
Fiir ein Tupel (a,b) € M4 x Mp gemischter Strategien seien Pj(a,b) := a” Ab
und Py(a,b) := a® Bb die erwarteten Auszahlungen der Spieler und P(a,b) :=
(P1(a,b), P2(a,b)). Die Menge

P(Eg) :={P(a,b) : (a,b) € Eg}

sei die Menge aller Auszahlungen gemischter Nash-Equilibrien von G und fiir
i € Sy sei Pi(bla; = 1) die erwartete Auszahlung fir Spieler A, wenn er die
gemischte Strategie a’ € My mit a, = 1 wéhlt und Spieler B die gemischte
Strategie b (analog fir Spieler B). Die konvexe Hiille zweier Zahlen 1,22 € R
sei gegeben durch

conv{xy, xa} := {tx1 + (1 —t)xo : ¢t € [0,1]} = [min{xy, z2}, max{x;, z2}]

3.2 Equilibriumsbedingungen fiir 2-Spieler-Spiele

Fiir den Satz im Folgenden Abschnitt ist es niitzlich, die Bedingungen fiir ge-
mischte Nash-Equilibrien iiber Matrizen auszudriicken und auf die erwarteten
Auszahlungen der reinen Strategien zuriickzufithren. Es gilt folgendes Lemma:

Lemma 3.1 Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel
mit 2 Spielern.

Ein Tupel (a,b) gemischter Strategien von A und B ist genau dann ein gemisch-
tes Nash-Equilibrium von G, wenn fir die Auszahlungsmatrizen A und B mit
A; = Ui(1,7) und B; j := Us(3,j) reelle Zahlen c,d € R existieren, sodass fir
alle (i,7) € supp(a,b) und (k,1) € Sa x Sp gilt:

(Ab);
(Ab)
(BTa)j
(BTCL)l

Ea
IN LA
ISV S T T

Fir die erwartete Auszahlung von (a,b) gilt dann:

P(a,b) = (¢, d)
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Beweis. Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel mit 2
Spielern.

Wenn (a, b) ein gemischtes Nash-Equilibrium von G ist, dann stimmen nach Satz
2.6 fiir beide Spieler die erwarteten Auszahlungen der mit Wahrscheinlichkeit
grofler 0 gespielten Strategien iiberein, d.h. fir alle (i, 5), (', j') € supp(a, b) ist:

(Ab), = Pl(b\ai = 1) = Pl(b|a,»/ = 1) = (Ab) v =:c€R

(BTa); = Py(alb; = 1) = Py(albjy = 1) = (Ab);y = d € R
Ebenfalls mit Satz 2.6 ergibt sich dann die erwartete Auszahlung des Nash-
Equilibriums zu P(a,b) = (c,d). Weiter kénnen die erwarteten Auszahlungen

aller Strategien k € S4 bzw. | € Sp nicht grofler wie ¢ bzw. d sein, da sonst fiir
a’ € My bzw. V' € Mp mit a), =b) =1 gilt:

Py(d,b) = a'T Ab = (Ab);, > ¢ = Py(a,b)
Py(a,t) =" BTa = (BTa); > d = Py(a,b)
d.h. es gilt:

(Ab)r < ¢
(BTa), < d

Sei nun umgekehrt (a,b) € My x Mp und ¢,d € R, sodass fiir alle (i,j) €
supp(a,b) und (k,1) € S4 x Sp gilt:

(Ab);

(Ab)

(BTa);

Ea
IN ||

c

c
j=d
(BTa) <d

| A

Dann gilt fiir die erwarteten Auszahlungen der Spieler
Pi(a,b) = ZiESA ai(Ab)i = ZiESupp(a) ai(4b):
- ZiGsupp(a) @€ = Cz:z'Gsupp(a) @i = CZiGSA ti=c

_ (RT . — (BT ).
Py(a,b) = ZjeSB bj(B" a); ZjESUpp(b) bj(B" a);
- ZjESupp(b) bid = deESupp(b) bi = dzjesB bi=d
und fiir alle ¢’ € M4 und b’ € Mp ist

Pi(a',b) = Z a;(Ab); < Z ajc=c Z a; = c= Pi(a,b)

i€SA 1€Sa i€SaA
Py(a,t) = > bj(B"a); < Y bid=d > aj=d= Pya,b)
i€Sp i€SE i€Sa
womit (a,b) ein Nash-Equilibrium ist. O

28



3.3 Konvexkombinationen von Nash-Equilibrien

Die Struktur der Auszahlungsmengen ergibt sich im Wesentlichen dadurch, dass
fiir zwei Nash-Equilibrien gleichen Tragers die Konvexkombination der Spieler-
strategien erneut ein Nash-Equilibrium bildet. Es gilt:

Lemma 3.2 Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel
mit 2 Spielern und (a,b), (a’,b") gemischte Nash-Equilibrien von G mit gleichem
Trager. Weiter seien t1,ts € [0,1] und

a(ti) :=tia+ (1 —t1)d
B(tg) = tgb + (1 — tg)bl

Dann ist (a, l;) ein gemischtes Nash-Equilibrium von G und es gilt:
Pi(a,b) = Pl(a b) + (1 —t2) Pr(a’,b)
Py(a,b) = t1 Py(a,b) + (1 — t1) Po(a’, V')
supp(a, 5) supp(a, b) = supp(a’, b')

Beweis. Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel mit
2 Spielern, (a,b) und (a’,b") gemischte Nash-Equilibrien von G mit gleichem
Tréger, t1,t2 € [0, 1] und

a(tl) =ta+ (1 — tl)a’

l_)(tg) = tgb + (1 - tg)b/

Da a,a’ € M4 und b,/ € Mp gemischte Strategien sind, sind auch @ und b
gemischte Strategien, da fiir alle i € S, und j € S

= (tia+ (1 —t1)d');

=t1a; + (1 — t1)a; € conv{a;,a.} C [0,1]
bj = (t2b+ (1 — t2)b');

= tab; + (1 — t2)b; € conv{b;,b;} C [0,1]

und ebenso

_4 _— P , .
ZiGSA a; = ZiES (tla + (1 tl)a )1
= Z tlal (1 —ty)a}
!
=h Zz s, 8T (1—t) ZiESA i

=t1+(1—t1)
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Weiter gilt fiir den Trager
supp(a, b) = supp(a, b) = supp(a’, t')
da fiir alle 7 € supp(a) = supp(a’) und j € supp(b) = supp(d’)
a; =tia; + (1 —t1)a, >0
bj = tabj + (1 —t2)b; >0
und fiir alle ¢ ¢ supp(a) = supp(a’)und j ¢ supp(b) = supp(d’)
a; =tia; + (1 —t1)a; =0
bj = tabj + (1 —t2)b; =0

Betrachte nun die gegebenen Nash-Equilibrien (a,b) und (a’,b’).
Nach Lemma 3.1 existieren ¢,d € R, sodass fir alle (4,j) € supp(a,b) und
(k,1) € S4a x Sp

und fiir (a’,b") existieren analog ¢’,d’ € R , sodass fir alle (4,j) € supp(a’,b’)
und (k,1) € Sa x Sp

(Ab); = ¢

<

!
!

—
=
S
IS
= =
IA
QU QU o O

Damit ist fir alle (¢,5) € supp(a,b) = supp(a’,b’) = supp(a,b) und (k,1) €
SaxSp
(Ab); = (A(tab+ (1 —t2)b));
= (toAb+ (1 — t2) AV);
= ta(Ab); + (1 — t2)(Ab');
=tac+ (1 —ty)d =:ceR
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(Ab)k = (A(tab+ (1 —t2)b'))k
= (t2Ab+ (1 — t2) AV )i
= to(Ab)g + (1 — t2)(AV)y,
<tae+ (1 —t2)d

c

(B"a); = (BT (tia+ (1 —t1)a"));
= tBYa+ (1 —t,)BYd);
=t (BTa); + (1 —t1)(BTd');
=tid+(1—t))d =deR

(BTa), = (BT (t1a + (1 — t1)d"));
= (tiBTa+ (1 —t)BTa'),
=t1(BTa) + (1 - t;)(B a'),
<ty d+(1—t)d =d

und somit (@, b) nach Lemma 3.1 ein Nash-Equilibrium von G.
Zudem gilt fiir die erwarteten Auszahlungen der Spieler:

Pl(d,l_)) =c= tQC + (]. — tQ)C/ = tgPl(a,b) -+ (1 — tg)Pl(a', bl)
Py(a,b) =d =tyd+ (1 —t1)d = t1Ps(a,b) + (1 — t1)Py(a’, 1)

3.4 Struktur der Auszahlungsmengen

Mit Hilfe von Lemma 3.1 und 3.2 lasst sich nun beweisen:

Satz 3.3 Die Menge P* aller Auszahlungsmengen P(Eq) auf gemischten Nash-
Equilibrien von endlichen, reellwertigen Spielen G := ({A, B}, S4 x Sp,U) mit
zwei Spielern ist gleich der Menge

R:={U" [ci,d;] x [c},d] s ¢; < dy;c < di ¢i,di, i d, € R,n € NT}

17"

aller nicht leeren, endlichen Vereinigungen von abgeschlossenen Rechtecken,
achsenparallelen Geradensegmenten und Punkten in R2.

Beweis. Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel mit
2 Spielern. Betrachte die Menge aller gemischten Nash-Equilibrien von G mit
gleichem Tréger S

Eg = {(a,b) € Eg : supp(a,b) = S} C Eg
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und das Supremum bzw. Infimum der Auszahlungen auf dieser Menge fiir beide
Spieler

p't:= sup Pi(a,b)
(a,b)EEé

p*t = sup Py(a,b)

(a,b)EEE

1= .— inf Pi(ab
P s i(at)

2~ .= inf Ps(a,b
P g Prlanb)

Dann existieren fiir jedes hinreichend kleine € > 0 gemischte Nash-Equilibrien
elt,e?t el7 e?” € EZ mit

Nach Lemma 3.2 ist fiir (a,b), (a’,b') € E2
K : = conv{a,d'} x conv{b,b'} C EZ
P(K) := {P(a,b) : (a,b) € K}
= conv{Pyi(a,b), Pi(a’,V)} x conv{Ps(a,b), P(a’,V')}
und es existieren Equilibrien et, e~ € EZ mit
P(e™) > (p'* —ep*" —¢)
P(e”) < (0" +e6p" +¢)
Eine erneute Anwendung von Lemma 3.2 zeigt die Existenz von K’ C Eg mit
P(K") = conv{Py(e"), Pi(e7)} x conv{Py(e"), Pa(e”)}
D[+t —d x [P+ et —¢

Da dies fiir alle ¢ > 0 gilt, kann fiir jedes p € (p*~,p'*) x (P>~ +,p?T) ein

+,p
K' C EZ mit p € P(K') gefunden werden, womit p € P(K’) C P(EZ) und
damit insgesamt

(') x (0 +,p*h) S P(BZ) C ' "] x 07,07
Da die Auszahlungsfunktion P(a,b) stetig ist ergibt sich fiir den Abschluss E2

P(ES) = [p'~,p"F] x [p*~,p*T]
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Zudem ist die Menge der gemischten Nash-Equilibrien Eg immer abgeschlossen,
woraus E2 C Eg folgt. Sei nun fiir die Potenzmengen P(S4) und P(Sp)

S*:=P(Sa)\{0} x P(S)\{0}

die Menge aller moglichen Tréger von G. Dann ist

Eq= | E&
Ses*
P(Eg) = |J P(EQ)
Ses*

Da S4 und Sp endlich sind ist auch S* endlich und damit P(E¢) eine endliche
Vereinigung von Intervallen der Form [p!~, p'*] x [p>~+, p**], d.h. P(Eg) € P*.
Bleibt zu zeigen, dass fiir jedes p* € P* ein Spiel G existiert, sodass P(E¢g) € P*.
Betrachte hierzu fiir ¢, ', d,d’ € R ein Gleichgiiltigkeitsspiel G :

by bo
a1 |c, cld,c
as | c,d |d, d

mit ¢ < d und ¢ < d'.
Dann ist jedes Tupel (a,b) € M4 x Mp gemischter Strategien ein gemischtes
Nash-Equilibrium mit den Auszahlungen

Pl((l, b) = blc -+ de = blc + (1 — bl)d
Py(a,b) = a1 + asd = a1 + (1 — a1)d’
und fiir die Menge P(E¢) der Auszahlungen auf Nash-Equilibrien gilt:
P(Eg) = [c,d] x [, d']

Sei nun G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein beliebiges endliches, reellwertiges Spiel
mit n,m € N Strategien fiir die beiden Spieler A4 und B. Erweitere nun G um
zwei Strategien fiir beide Spieler zu G’ = ({4, B}, S x S5,U’), sodass

by by, brr1 bpiy2
ay Ay, Big |, ... | Ay, Biy|c, b7 |d, b
: R [T PO S S S IS A I
am | Ami, Bmi|-- s | Amn, Bmn|c, b~ |d, b~
a1 | o=, ¢ ..., a, e & |d,
mao | o=, d |...,... a, d |¢, d |d, d
mit
T o= min Aij -1
(i,j)ESAXSB
b™ = min Bij -1

(i,j)€ESaAXSB
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und ¢, c’,d,d € R. Es soll nun gezeigt werden, dass dann fiir die Auszahlungs-
menge der gemischten Nash-Equilibrien von G’ gilt:

P(EG’) = P(EG) U ([Cv d] X [6/76”)

Dies wire ausreichend, da dann beginnend bei Spiel G; durch endlich viele Er-
génzungen dieser Art fiir jede endliche Vereinigung p, von Intervallen der obigen
Form ein passendes Spiel G* mit P(Eg+) = p* konstruiert werden kann.
Betrachte also ein gemischtes Nash-Equilibrium (a,b) € Eg von G. Dann ist
(a't) € M)y x Mg mit ¢’ = (a,0,0) und ¥ = (,0,0) ein Nash-Equilibrium
von G’ mit P(a’,b’) = P(a,b), da fiir beide Spieler die ergénzten Strategien
Gmt1s Gmt2 DZW. byy1,byao von allen Strategien aus G schwach dominiert wer-
den. Umgekehrt gibt es fiir jedes gemischte Nash-Equilibrium (a’,b’) € Egr
mit supp(a’,b’) C Sa x Sp ein passendes Nash-Equilibrium (a,b) € Eg mit
P(d',b) = P(a,b), d.h. fiir die Menge der Auszahlungen auf gemischten Nash-
Equilibrien P(Eg,s) von G’ mit Trager in S = S5 x Sp gilt insgesamt:

P(ES?) = {P(d',V') : (a',}) € My x My, supp(d’,b') C S} = P(Eg)

Betrachte nun die verbleibende Menge der Nash-Equilibrien Eg, = EG/\E%S ,
deren Triager mindestens eine der ergdnzten Strategien enthélt. Es ist Eér, £ 0,
da (a/,0') € M)y x M mit Gy4+2 = byyo = 1 offensichtlich ein gemischtes Nash-
Equilibrium aus Eg, ist.

Sei also (a’,b") € Eg: ein gemischtes Nash-Equilibrium mit m 4+ 1 € supp(a)
oder m + 2 € supp(a). Da fir alle b € M}; mit supp(b) N Sp # 0

(Ab)l > (Ab)erl = (Ab)m+2

muss supp(b’) N Sp = 0 sein, da sonst die Equilibriumsbedingung aus Lemma
3.1 verletzt ist. Analog ist fir alle a € M/, mit supp(a) N .Sa # 0

(BTa)1 > (B a)n41 = (BT a)ny2

womit supp(a’) NS4 = 0 sein muss. Also ist fiir alle (a’,b') € EZ, der Triger
supp(a’, ') C {m+1,m+ 2} x {n+ 1,n + 2}. Trivialerweise sind alle (a/,¥’) €
M, x M}; mit diesem Tréger gemischte Nash-Equilibrien von G’ mit der gleichen
Auszahlungsmenge wie in G, d.h. es ist

P(Ec') = P(EG’) U P(Eg) = P(Eg) U ([e,d] x [¢,d'])

O
Scholium 3.4 Sei G = ({A,B},S4 x Sp,U) ein endliches, reellwertiges Spiel

mit 2 Spielern und m,n € N die Strategieanzahlen der Spieler. Dann haben die
pareto-optimalen (gemischten) Nash-Equilibrien von G héchstens (2™ —1)(2™ —
1) verschiedene Auszahlungen.

Beweis. Nach Satz 1 besteht P(E¢g) aus der Vereinigung endlich vieler Men-
gen der Form [c,d] x [¢/,d'] C R?. Fiir jedes pareto-optimale Equilibrium
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(a,b) € Eg mit P(a,b) € [c,d] x [¢/,d] ist offensichtlich P(a,b) = (d,d’)
die einzige mogliche Auszahlung, da sonst die Pareto-Optimalitiat verletzt ist.
Wie im Beweis von Satz 1 kann man zeigen, dass die Anzahl der mogli-

chen Mengen [c, d] x [¢/,d'] gleich der Anzahl der moglichen Tragermengen aus
S* :=P(Sa)\{0} x P(Sp)\{0} ist. Deren Anzahl ergibt sich offensichtlich zu

|157] = [P(Sa)\{DHIP(Sp)\{0} = 2™ - 1)(2" = 1)

4 Auszahlungsmengen fiir 3 Spieler

Da seit dem Ende des kalten Krieges Spiele mit 3 oder mehr Spielern erheblich
an Bedeutung gewinnen, sollen nun auch die Auszahlungsmengen fiir 3 Spie-
ler betrachtet werden. Es wird sich zeigen, dass sich bereits fiir die vollstandig
gemischten Nash-Equilibrien Spiele konstruieren lassen, deren Auszahlungen al-
ler vollstdndig gemischten Nash-Equilibrien beliebig komplexen algebraischen
Varietdten entsprechen. Dabei wird die von Datta gezeigte Universalitidt von
Nash-Equilibrien (Datta, 2003) bezliglich algebraischer Vareitdten ausgenutzt
und auf die Auszahlungsmenge erweitert.

Satz 4.1 Sei V C R? eine beschrinkte algebraische Varietdt.

Dann existiert ein endliches, reellwertiges Spiel G mit 3 Spielern, sodass die
Menge der erwarteten Auszahlungen P(Eg) der vollstindig gemischten Equili-
brien E¢ von G gleich V ist.

Der Beweis erfolgt mit Hilfe der beiden folgenden Lemmas.
Verwendet werden dabei folgende Notationen:

4.1 Notationen

Die betrachteten Spiele besitzen jeweils 3 Spieler A, B,C mit Strategiemen-
gen S4 = {0,1,--- ;ny}, Sp = {0,1,--- ,np} bzw. S¢ = {0,1,--- ,n.} mit
Na, My, Ne € NT und eine Auszahlungsfunktion U : S4 x Sg x S¢ — R3. Fiir
eine gegebene gemischte Strategie ¢ € A" von Spieler C sei ¢; mit j € S¢ die
Wahrscheinlichkeit, dass Spieler C die j-te Strategie wahlt. Weiter sei Us(h, i, §)
die Auszahlung von Spieler C, wenn die Spieler A, B,C die Strategien h,1i,j
wahlen und Ps(a,blc; = 1) sei die erwartete Auszahlung von Spieler C' wenn er
seine j-te Strategie mit Wahrscheinlichkeit 1 wéhlt und Spieler A und B die ge-
mischten Strategien a und b. Fiir die anderen Spieler werden die Bezeichnungen
analog verwendet.

4.2 Konstruktion erwarteter Auszahlungen

Lemma 4.2 Sei ng,np,n. € No, j € {0,1,--- ;n.} , S = {0,1,--+ ,ng} x
{0,1,--+ ;mp} x {0,1,- -+ ,n.}.
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Fir alle (Ani)(h,i)ef0,1, ma} x {01, np} Mt Apg € R existiert
(;\hi)(h,i)e{o,l,m,n,,,}><{0,1,---,nb} mit Ap; € R, sodass fir jedes reell-
wertige Spiel G = ({A,B,CY,S,U) mit Us(h,i,j) = A fiir alle
(h,i) € {0,1,--- ,ng,} x {0,1,--- ;np} und jedes Tupel (a,b,c) gemischter
Strategien gilt:

Na ny Na ny
Ps(a,ble; =1) = Xoo + > _ Anoan + 3 Xoibi + DD Ansanb; (*)
h=1 i=1 h=1i=1

Beweis. Sei ng,np,n. € No, 7 € {0,1,---,n.} , S = {0,1,-- ;ng} X
{0,1,--- ,mp} x {0,1,--- ,n.}, (a,b,c) ein Tupel gemischter Strategien und
(Ani) (h,i)€{0,1, ma}x 0,1, mp} Mit Ay € R eine Familie reeller Zahlen.

Fiir jedes endliche, reellwertige Spiel G = ({A, B,C},S,U) gilt fiir jedes Tupel
(a,b,c) gemischter Strategien fiir die erwartete Auszahlung von Spieler C' bei
Wahl seiner j-ten Strategie:

MNg MNp

P3(a7b|cj = 1) = ZzahblU3(h3Z7])

h=0 i=0

Durch Einsetzen von

aozlfiah
h=1
np
b0:172bi
i=1

sowie Ausmultiplizieren und Faktorisieren ergibt sich

Ps3(a,blc; = 1) = Us(0,0, )

+ za: ah(Ug(h, 0,]) - US(Oa Oa.]))

h=1
np
+ ) bi(Us(0,, ) — Us(0,0, 5))
1=1
Ng Nb
+ > anbi(Us(h, i, j) — Us(h, 0, 5) — Us(0,i, 5) + Us(0,0, )
h=1 i=1

Es miissen nun passende (;\hi)(h,i)e{o,1,-~ 2} x{0,1,-- .ny} gefunden werden, damit
diese Gleichung fiir Us(h,1,j) = Api mit (*) iibereinstimmt.

Dies ist machbar, indem erst Agg, dann die Ano und Ag; mit h,i # 0 und dann
die verbleibenden \p; gewédhlt werden. Die passende Wahl ergibt sich so fiir
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(h,d) € {1,2, - ,ng} x {1,2,-- ;np} zuw:
Moo = Aoo
Aho = Ao + Aoo
Mo := Aoi + Ao
Ahi := Ani + Ao + Xoi + oo

4.3 Konstruktion notwendiger Bedingungen

Lemma 4.3 Sei ng,np,n. € Nt j € {1,--- ,n.} und S = {0,1,--- ,n,} X
{0717"'anb}x{oalv"'anc}'

Fir alle  (Ani)(h,i)e{0,1, na}x {01, np} Mt Apg € R existiert
(Ani) (h,i)e{0.1, ma}x{0,1, mpy Mt Apg € R, sodass fz’irijedes reell-
wertige Spiel G = ({A,B,C},S,U) mit Us(h,i,j) = Api fir alle

(h,i) € {0,1, - ,nga} x {0,1,--- ,mp} wund jedes wvollstindig gemischte
Nash-Equilibrium (a, b, ¢) von G gilt:

Aoo + i: Ano@n + zb: Aoibi + i: zb: Anianb; =0 (**)
h=1 =1 h=1 i=1

und fir alle Tupel gemischter Strategien (a’,b', ") von G, die (**) erfillen, gilt:
P(d',b'|c; = 1) = P(a’,V[cy = 1)

Beachte, dass somit insbesondere Polynome ersten Grades als notwendige Be-
dingung fir vollstdndig gemischte Nash-Equilibrien konstruiert werden kénnen.
Beweis. Sei ng,np,n. € Nt j € {1,---,n.} , S = {0,1,---,n.} X
{0,1,--+ ,mp} x {0,1,--+ ,m.} und ()\hi)(h,i)e{o,l,--- a}x{0,1, ,ny} Mit Ani € R
eine Familie reeller Zahlen.

Nach Lemma 4.2 existieren (j\hi)(;LJ)E{O,l,,H Ma}x{0,1, my}, Sodass fiir jedes re-
ellwertige Spiel G = ({4, B,C},S,U) mit Us(h,i,j) = A\ fiir alle (h,i) €
{0,1,--+ ,na} x {0,1,--- ,np} und jedes Tupel (a,b,c) gemischter Strategien
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von A und B gilt:
Pg(CL, b|cj = 1) - (U3(07 0, O) + >‘00)

+ ) an(Us(h,0,0) — Us(0,0,0) + Ano)
h=1

ny
+ ) bi(U3(0,i,0) — Us(0,0,0) + Aoi)

i=1
Ng MNp
+ 30> anbi(Us(h,i,0) — Us(h,0,0) — Us(0,4,0) + Us(0,0,0) + An;)
h=1i=1
Ng ng Ng Np
= P3(a,blco = 1) + Aoo + Z AnoQn + Z Aoib; + Z Z Anianb;
h=1 i=1 h=1 i=1

Ist (a,b,c) ein vollstindig gemischtes Equilibrium, dann miissen nach Satz 2.6
die reinen Strategien eines Spielers die gleichen erwarteten Auszahlungen haben,
d.h. es gilt

P3(G,,b|0j = ].) = P3(a,b|co = 1)

und damit wie gefordert

Aoo + i: Ano@n + zb: Aoibi + Z zb: Anianb; =0 (**)
h—1 i=1 h=1i=1

Ist umgekehrt (**) erfiillt fiir ein Tupel gemischter Strategien (a’, ', ¢'), so folgt
aus obiger Gleichung unmittelbar Ps(a’,b'|c; = 1) = P3(a’,0[cy = 1). O

4.4 Beweis von Satz 4.1

Mit Hilfe der beiden Lemmas 4.2 und 4.3 kann nun Satz 4.1 bewiesen werden.
Beweis. Sei V C R? eine beschrinkte algebraische Varietit.
Da V beschrinkt ist, existiert eine bijektive Abbildung ¢ : R3 — R3

(&) =kT+1

mit k € Rt und [ € R3 so, dass das Bild ¢(V') von V im Inneren des 3-Simplex
A3 = {(x1,22,73) €R3: 320 2y < 1,25 € (0,1)} liegt.

Sei nun ng,np,ne € Nt und S = {0,1,--+ ,ng} x {0,1,--- ;np} x {0,1,--+ ,n.}
Nach Lemma 4.2 existieren

5 (A,0

()\E‘] ))(ivj)e{ovlv'“ ,nb}X{O,L"',TLC}
N (B,0
()\Ew ))(h7j)€{071,~-,na}X{O,L---,nc}

<(C,0
S ))(h,i)e{o,l,---,na}x{o,l,m,nb}
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mit XEA’O)7;\§LB’O),5\§5’O) € R, sodass fiir jedes reellwertige Spiel G =

({A, B.C}, S, U) mit
U1(0,i,5) = A"
Us(h,0, ) = A2
Us(h,i,0) = A\
fir alle (h,i,5) € S und jedes Tupel (a, b, c) gemischter Strategien gilt:
Pi(byclag=1)=c1/k—11/k
Py(a,clbg =1) = as/k —l2/k
Ps(a,blcg = 1) = az/k —I3/k
Nach Satz 2.6 stimmen dann die erwartete Auszahlung jedes vollstiandig ge-

mischten Equilibriums iiberein, womit fiir jedes vollstdndig gemischte Nash-
Equilibrium (a, b, ¢) von G gilt:

Pl(b,C|CLO:1) Cl/kfll/k'
P(a,b,c) = | Pa(a,clbo=1) | = | ao/k—l/k | =¢ '(c1,a,a3) (1)
P3(Cl,b|00 = 1) ag/k‘—lg/k

Mit Hilfe von Lemma 4.3 werden nun weitere Bedingungen konstruiert, sodass
fiir ein Spiel, das alle diese Bedingungen erfiillt, fiir die Projektion

W:Eg*)RS

m(a,b,c) := (c1,a2,a3)
auf der Menge E¢ der vollstdndig gemischten Equilibrien von G gilt:
w(Ec) = o(V)
da daraus unmittelbar folgt:
P(Eg)=¢ 'om(Eg) =V

Weil ¢ nur eine Verschiebung und Skalierung ist, ist auch ¢(V') eine algebraische
Varietdt® und damit gegeben durch M polynomiale Gleichungen der Form
pe(1, 22, 23) =0 mit t € {1,2,,--- , M} .

Nach Lemma 4.2 existiert fiir jedes j € {1,2,--- ,n.} und
()\hi)(h,i)e{o,l,m e} x{0,1,-- ,my} Mit Ap; € R eine Familie

(Xﬁ’j))(h,i)e{al,...,n,a}x{0,17...7nb}, mit M) e R , sodass fir jedes re-
ellwertige Spiel G = ({A,B,C},S,U) mit Us(h,i,j) = M) fiir alle

3Beachte, dass eine Verschiebung oder Skalierung von Variablen innerhalb eines Polynoms
erneut ein Polynom ergibt.
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(h,3) € {0,1,---,na} x {0,1,--- np} und jedes vollstindig gemischte
Nash-Equilibrium (a, b, ¢) von G gilt:

Ng ny Nag MNp
Aoo + Z Anoan, + Z Aoibi + Z Z Aniapb; =0
h=1 i=1 h=1 i=1
Diese Bedingungen sollen nun so gewahlt werden, dass fiir jedes vollstandig ge-
mischte Equilibrium die Gleichungen p:(a1, az,a3) = 0 mit ¢ € {1,2,,--- , M}
gelten.

Sei dazu d;; die maximale Potenz von a; in der t-ten Gleichung. Die t-te Glei-
chung lédsst sich dann schreiben als

d dit—1
pe(ar, az,a3) = ai™*piy,, + a§ " )p;(duq) + -+ aipig

wobei die pj, = p),(az,a3) Polynome in as und as sind. Schreibt man diese
wiederum auf gleiche Weise, d.h.

— doe 1 (dote—1) 0.
pis(az, az) = a5 pysq,, + as Pis(de—1) T T A2Pts0

und die p”(a3) wiederum auf gleiche Weise, erhélt man
pi(ar, az, az) = ai* (a5* (a§* P, dydy, + ) --) + -+ Piooo
Entsprechend des Horner-Schemas kann ein Polynom r vom Grad d
r(z) =qo+ qz+ - + ez’
schrittweise iiber d Polynome ersten Grades ausgewertet werden mit
r=qo+x(q1 +x(g2+ - (qa—1 +2g4)) )

Betrachte also eine schrittweise Auswertung eines Programms f, das nachein-
ander die Werte f; mit j € {1,2,---,ds;} folgendermaBen berechnet:

fl = p:fléflsgdgta:‘ + péglsg(dgt—l)
for1 1= a3fg + Py oy (dsi—(g+1))
Dann ist nach dz; Schritten
det = pl/‘/s1 S2
Fithrt man diese dg; Schritte fiir alle (s1,s2) € {0,1,--- ,dy;} x {0,1,--- ,dy;}
durch, so bendtigt man insgesamt ds;(dos+1)(d1¢+1) Schritte. Gleiches Vorgehen

beziiglich as ergibt

r_ /1
J1 0= Pisido @2 + Dis, (dgy—1)

for1 = a2fy + Pl (dy—(g41))
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und ebenso nach do; Schritten

r
fdm*ptsl

wofiir fir s; € {0,1,---,dy¢} nur noch dot(dy: + 1) Schritte bendtigt werden.
Nochmaliges Vorgehen beziiglich a; liefert abschlieBend fj’, = p; nach weiteren

dq¢ Schritten. Fiihrt man alle diese

Ni:=(dot + 1)(d1e + 1) + doe(dis + 1) + dir = (dst + 1) (doe + 1)(d1 + 1) — 1

Schritte in einem Programm f(*) nacheinander durch, so ist f, (tt) =

Weiter kann man alle f®*) nacheinander in einem Programm f* mit Schritt-
anzahl N = Eﬁil N; durchfiihren. Dann existiert fir alle t € {1,2,---, M}
ein j € {1,2,---, N}, sodasss f} = pi(a1,az,a3). Sei M, im Folgenden eine M-
elementige Menge, die fiir jedes t € {1,2,---, M} ein solches j enthélt. Betrachte
nun die Menge F' aller moglichen Zwischenergebnisse von f*, wenn das Tupel
(a1, az2,a3) im Inneren des 3-Simplex liegt, d.h.

F = {(f;)je{l,Zm,N} 0 < ay, az,a3 < 1 ;a1 +as taz < 1 }

Da F beschrinkt ist, existiert wie oben eine bijektive Abbildung ¢’ : RV — R
mit

¢ @) =kKT+1T (mit ¥ eRY I eRY)
¢'(F) C AN

Sei nun n, > N + M und np > N + 1. Da alle f;‘ (und damit auch k’f;‘ +1)
Polynome ersten Grades in a1, az,as, f;_; sind, existiert nach Lemma 4.3 fiir
jedes j € {1,2,--- , N} eine passende Familie

(/_\Eg’j))(h,i)e{o,l,m,na}x{o,l,»--,nb} mit 5\55’1) € R, sodass fir jedes reellwer-
tige Spiel G = ({A,B,C},S,U) mit Us(h,i,j) = 5\55’]) fir alle (h,i) €
{0,1,--+ ,na} x{0,1,--- ,mp} und jedes vollstandig gemischte Nash-Equilibrium
(a,b,¢) von G gilt:

bj — (K fj +1;) =0 (2)

Ebenso existieren fiir j € {N +1, N +2,--- , N + M} Familien
(X%?’]))(h,i)e{o71,...,na}x{0,17...7nb} mit j\ﬁgd) € R, sodass fiur jedes reellwer-
tige Spiel G = ({4, B,C},S,U) mit Us(h,i,j) = A7 fiir alle (h,i) €
{0,1,--+ ;ng} x{0,1,--- ,mp} und 5 € {N+1,N+2,--- N + M} und jedes
vollsténdig gemischte Nash-Equilibrium (a,b, ¢) von G fiir alle m € M, gilt:

by — (K0 +1,,) = 0 (3)
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Ebenso existiert eine Familie (X;L?’NH))(h,j)e{o,l,..-,na}x{o,L---,nc} mit

/_\g’NH) € R, sodass fiir jedes reellwertige Spiel G = ({4,B,C},S,U)
mit Us(h,i,j) = S\Ef’NH) fir alle (h,i) € {0,1,--- ,n,} x {0,1,--+ ,mp} und
jedes vollstandig gemischte Nash-Equilibrium (a, b, ¢) von G gilt:

Cc1 —ap = 0 (4)

Betrachte nun das Spiel G = ({4,B,C},S,U) mit S = {0,1,--- ,n,} X
{0,1,--+ ,mp} x {0,1,-+- ;nc.t, ng =3, mp = N+ 1 und n,. = N + M. Die
Auszahlungsfunktion U sei fiir alle (h,1,j) € S gegeben durch
Ur(hyi, ) = A
U3(h’7iaj) = 5\51?’])
und fiir alle (h,i,7) € Smiti# N +1

Us(h,i,j) = A"
Us(h, N +1,7) = A2V

hj

Dann ist fiir alle vollstindig gemischten Nash-Equilibrien von G (1)-(4) erfiillt
und jedes Tupel (a, b, ¢) vollstindig gemischter Strategien von G, das (2)-(4) er-
fiillt, ist ein vollstdndig gemischtes Nash-Equilibrium, da dann per Konstruktion
(siche auch Lemma 4.3) fiir alle (h,4,j) € S

Pl(bvc|ah = 1) = Pl(bvc|a0 = 1)
P2(a7c‘bi = 1) = PZ(aaC|b0 = 1)
P3(G,b|6j = 1) = P3(G,b|00 = 1)

womit kein Spieler seine Auszahlung einseitig verbessern kann.

Also gilt fiir alle vollstindig gemischten Equilibrien (a,b,c¢) und alle ¢ €
{1,2,---, M}

pe(c1,az,a3) = pe(ar, az,a3) =0

und somit 7(Eg) C ¢(V). Bleibt zu zeigen, dass 7(Eg) 2 ¢(V).
Dazu sei (a1, az,a3) € ¢(V) und ¢; = a;. Dann ist wegen

(a1,a2,a3) € $(V) C A®
¢1 = a1 € (0,1) und man kann die restlichen ¢; mit ¢ € {0,2,3,--- ,n.} so
wéhlen, dass 0 < ¢; < 1 fiir alle 1 € S¢g und Z?:Co ¢; = 1. Ebenso folgt fiir
ap:=1-=3" a;, dass ap € (0,1) und > 7*;a; = 1. Setze nun b; := k' f} +1;
fiir alle 7 € {1,2,--- , N}. Wegen

(by, b, ,by) € ¢'(F) € AM\OAN
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kénnen by und by so gewéhlt werden, dass Z?:bo b =1und 0 < b; < 1 fur
alle ¢ € Sp. Damit ist (a,b, ) ein Tupel vollstandig gemischter Strategien.
Zudem ist fiir alle f; mit fF = p, fiir ein t € {1,2,---, M}

by — (KO+1;) = k'f; +1; — (KO+1;) =k ff =k'p, =0

womit (3) gilt. Da (2) und (4) bereits nach Konstruktion erfillt sind, ist (a, b, ¢)
ein vollstdndig gemischtes Equilibrium, d.h.

(a1,az2,a3) = (c1,a2,a3) = 7(a,b,c) € 7T(EAG)
womit insgesamt 7(Eg) = ¢(V) und daher gilt:
P(Eg)=¢ ton(Eg)=V

O
Bemerkung 1: Die Anzahl der bendétigten Strategien von Spieler B und C
lasst sich je nach Beschaffenheit der Polynome durch Verwendung anderer
Programme teilweise stark reduzieren. Auch ohne zusétzliche Bedingungen an
die Polynome sind in obiger Vorgehensweise kiirzere, aber weniger anschaulich
darstellbare Vorgehensweisen méglich.

Bemerkung 2: Die M Gleichungen p; = 0 mit ¢t € {1,2,---,M} von
¢(V) sind dquivalent zur Gleichung

Verwendet man stattdessen diese Gleichung zur Konstruktion von f* ergibt sich
fiir die Anzahl der Strategien

Ng =3

np=n.=N"+1

wobei N’ := (2max; d3; + 1)(2max; doj + 1)(2max; dy; +1) — 1

Insbesondere bei hoher Anzahl an Gleichungen mit niedrigem Grad kann die
Anzahl der benétigten Strategien so moglicherweise reduziert werden, da diese
so nur vom maximalen Grad der polynomialen Gleichungen abhéngig ist und
nicht von deren Anzahl.

Bemerkung 3: Der Beweis lidsst sich analog auch fiir V. C R™ und ein
Spiel mit n > 3 Spielern durchfithren. Dazu setzt man die Auszahlungen im
ersten Schritt auf (¢q,as,as, - ,a,) und wihlt ¢ : R — R™ und 7 : Ec —R"
entsprechend. Fiir Spieler A werden so aufgrund der héheren Variablenanzahl
n + 1 Strategien benotigt, wiahrend die Anzahl der Strategien von Spieler B
und C weiterhin nur von der Anzahl und Grad der Gleichungen von ¢(V)
abhéngen. Die zusétzlichen Spieler benétigen jeweils nur eine einzige Strategie
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(bzw. beliebig viele gleichwertige Strategien) zur Festlegung der eigenen
Auszahlung fiir vollstindig gemischte Equilibrien, womit das resultierende
Spiel aus spieltheoretischer Sicht im Wesentlichen einem Spiel mit 3 Spielern
entspricht. Der Beweis scheitert fiir n = 2 Spieler, da die erwartete Auszahlung
einer reinen Strategie eines Spielers nur von einem anderen Spieler abhéngig
ist und so nie das Produkt zweier Variablen enthélt. Damit enthalten auch
die Equilibriumsbedingungen kein solches Produkt und es lassen sich keine
Polynome mit Grad gréfler 1 konstruieren.

Insgesamt ist somit eine endliche Darstellung der Praferenzordnung jedes Spie-
lers fiir alle gemischten Nash-Equilibrien nicht auf triviale Art und Weise um-
zusetzen. Insbesondere muss die Struktur der Auszahlungen von vollstandig ge-
mischten Equilibrien fir 3 Spieler nicht iber die algebraischen Vareitdten allein
erschopft sein. Weitere Betrachtungen der Auszahlungsmengen von 3-Spieler-
Spielen kénnten an dieser Stelle von Nutzen sein
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