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Zusammenfassung

Ublicherweise wird die Komplexitit boolescher Funktionen beziiglich einer festen Menge
an Basisfunktionen (Basismenge) gemessen. Im Gegensatz dazu soll im Rahmen dieser
Arbeit der Ansatz verfolgt werden, an Stelle einer festen Basismenge €2 eine Folge von Ba-
sismengen £, 21, ... zu betrachten und die Komplexitit n-stelliger boolescher Funktionen
beziiglich €2,, zu bestimmen.

Konkret sollen fiir eine monoton wachsende und unbeschrankte Funktion d : N — N*
mit d(n) < n und die Basismengen Q, = {0,1} und Q; = {mux,),0,1} fiir alle i € N*
eine obere und eine untere Schranke (im Sinne von Shannons unterer Schranke) herge-
leitet werden, wobei mux ;) einen Multiplexer mit d(i) Steuer- und 240 Dateneingingen
bezeichnet.

Zusatzlich soll gezeigt werden, dass die zum Beweis der oberen Schranke verwendete
Konstruktion und Wahl der Basismengen Q,, 2, ... asymptotisch betrachtet im Wesentli-
chen optimal bis auf den Faktor 2 ist.
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1 Einleitung

Ein wichtiges Teilgebiet der Schaltkreiskomplexitit ist die Suche nach oberen und unte-
ren Schranken fiir die Komplexitdt von Funktionen aus bestimmten Funktionsklassen. So
konnte Shannon beispielsweise zeigen, dass die Anzahl der n-stelligen booleschen Funktio-
nen, deren Realisierung mehr als % Gatter erfordert, fiir n — oo gegen die Gesamtanzahl
aller n-stelligen booleschen Funktionen 22" konvergiert (untere Schranke) [9, S.64]. Mit
anderen Worten: Fiir wachsende n strebt die Wahrscheinlichkeit, dass die Realisierung ei-
ner zufillig gewahlten n-stelligen booleschen Funktion mehr als % Gatter erfordert, gegen
1. Andererseits zeigte Lupanov, dass sich jede n-stellige boolesche Funktion durch maxi-

mal (1 +0 (k’%)) . % Gatter realisieren lasst (obere Schranke) [6, S.23]. Deutlich bessere
Resultate ergeben sich hingegen fiir die Funktionen einiger Teilklassen der booleschen
Funktionen. So ist beispielsweise die Komplexitit der n-stelligen symmetrischen Funktio-
nen durch 2.5n — 5 nach unten [11] und durch 4.5n + o(n) nach oben [2] beschrankt.

All diese Schranken hadngen von der Aritdt der zu realisierenden Funktionen ab und
meist wird — wie in den genannten Fallen — davon ausgegangen, dass Gatter fiir alle ma-
ximal zweistelligen Funktionen zum Aufbau eines Schaltkreises zur Verfligung stehen. Die
Wahl eines anderen konstanten und vollstindigen Satzes an Basisfunktionen wiirde die
berechneten Schranken ohnehin nur um einen konstanten Faktor beeinflussen.

Anders verhélt es sich hingegen, wenn man dazu iibergeht die Basisfunktionen nach
der Aritat der untersuchten Funktionsklasse auszuwahlen. In diesem Fall stellt sich jedoch
allgemein die Frage, nach welchen Kriterien Basisfunktionen auszuwahlen sind. Da die
Menge der Basisfunktionen in diesem Szenario zwar abhingig von der Aritit einer be-
stimmten Funktionsklasse, nicht jedoch abhingig von einer konkreten Funktion gewahlt
wird, muss es moglich sein, alle Funktionen der betrachteten Klasse durch Kombination
der gewihlten Basisfunktionen zu realisieren.

Ein moglicher Ansatz ist, an Stelle einer festen Menge Q2 an Basisfunktionen — im Fol-
genden Basismenge genannt — eine Folge von Basismengen £y, 4, ... zu wahlen und die
Komplexitédt der n-stelligen booleschen Funktionen beziiglich der Basismenge (2, zu be-
stimmen. Dabei stellt sich jedoch die Frage wie €, 2, ... zu wéhlen sind. Um die Wahl
einer Folge von Basismengen an Stelle einer einzelnen Basismenge zu rechtfertigen, soll-
ten sich fiir wachsende i zunehmend bessere obere Schranken beziiglich Q; ergeben.
Ebenso kann, um konstruktive Beweise oberer Schranken nicht unnétig zu verkomplizie-
ren, darauf geachtet werden, dass sich die fiir diese Beweise genutzten Eigenschaften der
Menge Q2 auf jedes Element der Folge Q,, 2, ... iibertragen. Weiterhin sollte, um die Her-
leitung nicht-trivialer Schranken zu ermoéglichen, darauf geachtet werden, die Aritit der
Basisfunktionen aus §2,, asymptotisch vernachléssigbar gegeniiber n zu wéhlen oder sie als
variabel zu betrachten.

Dieses Vorgehen soll nun exemplarisch an zwei Beispielen erlautert werden. Dazu seien
n € N die Aritat der Funktionen der untersuchten Funktionsklasse und d € o(n) eine
gegeniiber n asymptotisch vernachlassigbare Funktion.

Angenommen es sei 2 = BB U {0, 1} die Menge der zweistelligen booleschen Funktionen
sowie der Konstanten 0 und 1 und die relevante Eigenschaft der Menge 2, beziiglich
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der zu fiihrenden Beweise sei, dass alle booleschen Funktionen der Aritiat d(n) sowie die
booleschen Konstanten in £2,, zur Verfiigung stehen. Dann kann diese Wahl leicht auf 2, =
BE" U {0, 1} verallgemeinert werden.

Angenommen 2 entspriache hingegen der Basismenge mit den Konstanten 0 und 1 sowie
einem Multiplexer mit einem Steuereingang (und folglich zwei Dateneingangen) und an-
genommen fiir die zu fithrenden Beweise sei relevant, dass die Konstanten O und 1 sowie
ein Multiplexer mit einer bestimmten Anzahl an Steuereingédngen als Basisfunktionen zur
Verfligung stehen. Dann kann 2, als die Menge mit den Konstanten O und 1 sowie einem

Multiplexer mit d(n) Steuereingingen (und somit 2¢(" Dateneingsngen) gewihlt werden.

Aufbau und Ergebnisse

Im Rahmen dieser Arbeit soll die Komplexitat beliebiger n-stelliger Funktionen beziiglich
des Aufbaus aus Multiplexern mit d(n) Steuer- und 2¢(" Dateneingéingen untersucht wer-
den, wobei d : N — M* eine monotone und unbeschrinkte Funktion mit d(n) < n sei.
Konkret soll die Komplexitdt durch eine untere sowie eine obere Schranke abgeschitzt
werden. Beide Schranken ergeben sich aus der Verallgemeinerung existierender Beweise,
die von zweistelligen Basisfunktionen ausgehen.

Zur Einfiihrung werden in Abschnitt 2 grundlegende Notationen und Begrifflichkeiten
erlautert, die im weiteren Verlauf der Arbeit vorausgesetzt werden.

Abschnitt 3 liefert durch die Verallgemeinerung von Shannons Abzédhlargument [9, S.64]
eine untere Schranke im Sinne von Shannon fiir die Komplexitét n-stelliger Funktionen,
bei der Aritat und Anzahl der verwendeten Basisfunktionen als variabel betrachtet werden.

Abschnitt 4 beschaftigt sich hingegen mit der Konstruktion einer oberen Schranke fiir
besagte Komplexitit. Das Vorgehen basiert dabei auf einem || . <1
auf der Konstruktion eines (2" + n)-stelligen Multiplexers (also eines Multiplexers mit n
Steuer- und 2" Dateneingédngen) auf Basis zweistelliger Funktionen beruht. Dabei wurde
die Verwendung zweistelliger Funktionen durch die von (2% + d)-stelligen Multiplexern
ersetzt, um so einen iterativen Aufbau eines (2" +n)-stelligen Multiplexers zu ermoglichen,
der fiir die Realisierung einer n-stelligen Funktion genutzt werden kann. Folglich bezieht
sich die resultierende obere Schranke auf die Verwendung (2¢ + d)-stelliger Multiplexer.

In Abschnitt 5 werden schlief3lich aus diesen beiden in den Abschnitten 3 und 4 vor-
gestellten Schranken eine untere sowie eine obere Schranke abgeleitet, die sich auf die
Verwendung d-stelliger Multiplexer beziehen. Anschliel3end erfolgt ein Vergleich beider
Schranken fiir eine monoton wachsende und unbeschriankte Funktion d : N — N* mit
d(n) < n. Dieser zeigt, dass die zum Beweis der oberen Schranke verwendete Konstruk-
tion sowie Wahl der Basismengenfolge Q, = {0,1}, Q; = {mux(;,0,1} fiir alle i € N*
asymptotisch betrachtet im Wesentlichen optimal bis auf den Faktor 2 ist, wobei mux )
einen Multiplexer mit d(n) Steuer- und 2¢™ Dateneingingen bezeichnet.

Zum Abschluss werden in Abschnitt 6 einige weiterfiihrende Fragestellungen ausgefiihrt.
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2 Grundlagen

In diesem Abschnitt sollen grundlegende Notationen und Begriffe definiert werden, die im
weiteren Verlauf der Arbeit Verwendung finden.

Definition 2.1. Es seien N und N* definiert als

N :={0,1,2,...},
N*:=N\ {0}.

[1]

Definition 2.2. Es sei Rg definiert als
+ .
R, := [0, 00).

Definition 2.3. Fiir n € N seien B, B, und B definiert als

B :={0,1},
B = B, falls n=0
"~ | B,_,UB®, sonst,

B := UBm.

meN

Definition 2.4. Es sei arity : B — N definiert als
arity(f) := min{neN : f €B,}.

Definition 2.5. Eine Menge Q2 C B ist vollstdndig begziiglich einer Menge I' € B, wenn sich
alle Funktionen aus I' mittels Komposition und Substitution aus Funktionen aus 2 erzeu-
gen lassen.

Weiterhin ist Q vollstdndig, wenn (2 vollstdndig beziiglich B ist.

[9, S.4]

Eine beziiglich T vollstdndige Menge Q2 wird auch als I'-vollstdndig bezeichnet.

Definition 2.6 (Schaltkreis).
Sei 2 C B eine nicht leere Menge boolescher Funktionen, dann ist ein Q-Schaltkreis S
gegeben durch:

1. Endliche, disjunkte Mengen G, E und A, wobei die Elemente aus G als Gatter, die
Elemente aus E als Eingabevariablen und die Elemente aus A als Ausgabevariablen
bezeichnet werden.

2. Einen azyklischen, gerichteten Graphen (V,R) mit V = GUE UA.
3. Eine Abbildung g5 : G — Q.




4. Eine Abbildung indegg : V — N mit

arity(gs(v)), fallsveG
indegg(v): =14 O, fallsv e E
1, falls v € A.

5. Eine Abbildung inputy : {(v,i) | v e V, i € {1,...,indeg5(v)}} — V mit
(inputs(v,i), v) eR fiir alle i € {1,...,indegs(v)}.

[4]

Die Funktionen aus Q2 werden als Basisfunktionen und Q als Basismenge bezeichnet. Wei-
terhin bezeichnet der Begriff Schaltkreis einen B-Schaltkreis.

Nach dieser Definition gilt fiir alle Mengen Q2 C B, dass ein 2-Schaltkreis ein B-
Schaltkreis und damit auch ein Schaltkreis ist. Aullerdem ist zu beachten, dass ein
Schaltkreis nicht notwendigerweise iiber Ausgabevariablen verfiigen muss. Daher wird
im weiteren Verlauf dieser Arbeit in allen vorgestellten Schaltkreisen auf Ausgabevaria-
blen verzichtet, sofern dies nicht explizit angegeben ist.

Definition 2.7. Fiir i,n € N* mit i < n sei p; , : B" — B definiert als
Pin(x1,.0x,) = X

[4]

Definition 2.8. Fiir einen Schaltkreis S mit Gattern g, ..., g, Eingabevariablen x4, ..., x,,,
Ausgabevariablen y;, ..., y, und Knotenmenge V = {g1, ..., gk }U{x1, ..., X, }U{¥1, ..., ¥,-} sei
compg : V — B®" definiert als

Pin> falls i € {1,...,n} existiert mit v = x;

gs(v)(compg(inputg(v, 1)), ..., compg(inputs(v,indegs(v)))),
fallsv e {g4, ..., 2}

compg(inputg(v, 1)), fallsv e {yy,...,y,}.

compg(v) =

[4]

Definition 2.9 (Berechnete Funktion eines Schaltkreises).
Sei S ein Schaltkreis mit Knotenmenge V. Dann berechnet S die Funktion f € B genau
dann wenn eine der folgenden Bedingungen erfiillt ist:

1. S verfiigt iiber Ausgabevariablen y;, ..., ¥, mit r € N* und es existiert eini € {1,...,r}
mit f = comps(y,).

2. S verfiigt liber keine Ausgabevariablen und es existiert ein v € V mit f = compg(v).

[4]

Weiterhin realisiert der Schaltkreis S die Funktion f, wenn er diese berechnet.




Definition 2.10. Ein Schaltkreis S realisiert eine Funktionsmenge I' C B, wenn er jede
Funktion f €T realisiert.

Definition 2.11. Ein Q-Schaltkreis S ist die Q2-Realisierung einer Funktion f € B bzw. einer
Funktionsmenge I' C B, wenn er f bzw. I' realisiert.

In diesem Fall wird S auch als Realisierung von f bzw. I' bezeichnet.
Definition 2.12. Fiir einen Schaltkreis S mit Gattern g, ..., g sei C(S) definiert als
C(S) :=k.

C(S) wird als die Komplexitdt des Schaltkreises S bezeichnet.
[12, S.9]
Definition 2.13. Fiir n € N, eine B®"-vollstindige Menge © C B und eine boolesche Funk-
tion f € B®" sei C(f) definiert als

Cq :=min{C(S) | S ist Q-Schaltkreis und realisiert f}.
Cq(f) wird als die Komplexitdt der Funktion f beziiglich 2 bezeichnet.
[12, S.9]

Definition 2.14. Seien Q,I' € B und (2 vollsténdig beziiglich I'. Dann ist f € I' eine kom-
plexeste Funktion aus T beziiglich Q, wenn fiir alle g € T gilt, dass Cq(g) < Cq(f).

Definition 2.15. Seien A C R eine Menge und f : A — R, dann sind die Mengen O(f) und
o(f) definiert als

O(f):={g:D—>R | DCR, keR, lim ‘& Sk},
n—>oof
o(f) :={g:D—>R | DCR, nlgg()‘}% :O}.

[12,S.17]




3 Verallgemeinerung von Shannons unterer Schranke

Shannons untere Schranke besagt, dass die Anzahl der n-stelligen booleschen Funktio-
nen, deren Realisierung als Schaltkreis mehr als 27 Gatter erfordert, fiir n gegen unend-

lich und (BBZ u {0, 1}) als Menge der Basisfunktionen gegen die Anzahl aller n-stelligen

Funktionen |IBSEn| = 22" konvergiert. In anderen Worten: Fiir wachsende n strebt die Wahr-
scheinlichkeit, dass eine zufillig gewahlte n-stellige Funktion eine Komplexitat beziiglich
(IB%E2 u {0, 1}) groler % hat, gegen 1. Eine formalere Fassung findet sich in dem nachfol-
genden Theorem.

Theorem 32.1 (Shannons untere Schranke).
Fiir Q =B® u {0, 1} gilt
{r em” can < 2)
lim

Tim e = 0.

[9, S.64]

Im weiteren Verlauf dieses Abschnittes soll Shannons untere Schranke dahingehend ver-
allgemeinert werden, dass sich eine untere Schranke (im Sinne von Shannon) fiir die Kom-
plexitdt boolescher Funktionen ergibt, die sich auf beliebige Folgen jeweils B, -vollstandiger
Basismengen (£2,),ey bezieht, wobei jeweils Cq (f) das Maly der Komplexitét einer n-
stelligen Funktion f € B, ist. Hierfiir wird Shannons Abzédhlargument in der Variante aus
Clotes und Kranakis Buch Boolean Functions and Computation Models [9] entsprechend
verallgemeinert, indem Aritdt und Anzahl der gewéahlten Basisfunktionen als variabel be-
trachtet werden.

Definition 3.2. Essei F : (N x R x N x N) — N definiert als
F(n,t,d,m):=max({|{f €B, : C:(f) <t} : T€B,, ITl=m,
T vollstédndig beziiglich Bn} U {O}).

F(n,t,d,m) beschreibt die Anzahl der Funktionen, die sich fiir die optimale Wahl ei-
ner B,,-vollstdandigen Menge mit genau m maximal d-stelligen Basisfunktionen aus B, als
Schaltkreis mit maximal t Gattern realisieren lassen. Im Folgenden soll diese Funktion
zur Verallgemeinerung von Shannons unterer Schranke genutzt werden. Die nachfolgen-
den Beobachtungen liefern einige Eigenschaften dieser Funktion, die fiir die Beweise in
diesem Abschnitt sowie in Abschnitt 5 relevant sind.

Beobachtung 3.3. Seien n,d,m € Nund t,t, € R mit t; < t,, dann gilt
F(n,t;,d,m) < F(n,t,,d,m).
Beobachtung 3.4. Seien n,d,m € Nund t € R, dann gilt

F(n,t,d,m) = F(n,[t],d,m).
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Beobachtung 3.5. Seien n,m,d;,d, €N, und t € R mit d; < d,, dann gilt
F(n,t,dy,m) < F(n,t,d,,m).
Beobachtung 3.6. Seien n,d,m;,m, € Nund t € R mit my; < m,, dann gilt

F(n,t,d,m;) < F(n,t,d,m,).
Beobachtung 3.7. Seien d,m : N —» N und t : N — R monotone Funktionen. Dann existiert
der Grengwert lim F(n,t(n),d(n),m(n)) oder es gilt

n—,oo

nl_i)rgloF(n,t(n),d(n),m(n)) = o0.

Teil der Verallgemeinerung von Shannons unterer Schranke ist die Entwicklung einer
oberen Schranke fiir den Grenzwert lim F(n,t(n),d(n), m(n)). Zur besseren Lesbarkeit
n— oo

dieser oberen Schranke sei im Folgenden die Funktion F definiert.

Definition 3.8. Es sei F : (N X IR:; x N X N) — Rg definiert als

F 1
F(n’ tJ d; m) = mt . zdt . t(d—l)t—z . et'

Beobachtung 3.9. Seien d,m : N — Nund t : N — R/ monotone Funktionen. Dann existiert
der Grenzwert lim F(n, t(n),d(n),m(n)) oder es gilt
n—,oo

nl_i)rgloﬁ(n,t(n),d(n),m(n)) = oo.

I O 1 | O N i
I ) | —

AT ¥ B e

Beweis. Seien n,t,d,m € N und 2 eine B,,-vollstindige Menge mit Q C B; und |Q|= m.
Die Anzahl der Funktionen f € B,,, die sich durch einen 2-Schaltkreis mit maximal t Gat-
tern realisieren lassen, soll im Folgenden iiber die kombinatorischen Eigenschaften des
Aufbaus eines solchen Schaltkreises abgeschitzt werden. Jeder Schaltkreis mit einer Aus-
gabevariablen, die die realisierte Funktion bestimmt, und weniger als t Gattern lasst sich
durch das Hinzufiigen von Gattern in einen Schaltkreis mit exakt t Gattern iiberfiihren,
ohne dass sich die realisierte Funktion dndert. Daher geniigt es fiir den Rest des Beweises
Q-Schaltkreise mit exakt t Gattern zu betrachten.

Jedes Gatter eines solchen Schaltkreises realisiert eine von m verschiedenen Funktionen
aus Q. Da Q C By, besitzt jedes dieser Gatter maximal d Eingange. Fiir die Belegung jedes
Einganges gibt es t + 1 4+ n Moglichkeiten, namentlich: die t —1 {ibrigen Gatter, die beiden
Konstanten 0 und 1 sowie die n Eingabevariablen. Gleichzeitig gibt es t! Moglichkeiten die
Gatter durchzunummerieren, ohne dass sich die durch den Schaltkreis realisierte Funktion
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andert. Lediglich die Ausgabevariable muss angepasst werden.
Somit ergibt sich

[m-[t+1+n]¢] . mt-[t+1+n]%
F(n,t,d,m) < o = y .

Seien nun n, € N sowie t,d,m : N — N monotone Funktionen mit d(n,) > 2 und t(n) >
n + 1 fiir alle n € N. Der Ubersichtlichkeit halber seien weiterhin t = t(n), d = d(n) und
m = m(n). Dann folgt

mt-[t+1+n]¥ mt - [2t]4¢ mt .24t . ¢dt
F(n,t,d,m) < [ ] < 2] = — = -

t! t! t!

Die Anwendung der Stirlingformel lim = 1 [3] sowie der Beobachtungen

t!
VIR

3.7 und 3.9 liefert somit

) _ mt - 2dt . tdt ) mt - 2dt . tdt
hm F(Tl, t,d,m) < hm f > 1m tt—
n—oo n—oo n—oo

' (¢) vt

: 1)l
= lim mt-24t. ¢(d=Dt=3 . ot

n—oo

Seif:N— Ra‘ eine monotone, reellwertige Funktion mit £(n) > n fiir alle n € N und sei
der Ubersichtlichkeit halber £ = £(n). Da d : N — N monoton ist und da d(n,) = 2, gilt
auch fiir alle n € N mit n > ng, dass d(n) > 2. Mit Beobachtung 3.4 folgt daraus

A 2 A1 2
lim F(n,{,d,m) = lim F(n,|t],d,m) < lim m!t.2dlt. [fj(d_l)'m_E elt]
< lim mt-2dt. f@-Dt=3 ot — iy F(n,t,d,m).
n—o0 n—o0

Damit ist die Behauptung des Lemmas fiir den Fall £(n) > n + 1 gezeigt. Fiir den Fall, dass
n € N mit £(n) < n + 1 existiert, folgt die Behauptung aus Beobachtung 3.3.
[9, S.64] O

Seien d,m : N— Nund t : N — R} monotone Funktionen, so dass n, € N mit d(ny) > 2
existiert und sei (£;);ey eine Folge jeweils B;-vollstindiger Mengen mit ; € B,(;) und
|Q;|= m(i) fiir alle i € N. Dann ist die Anzahl der n-stelligen Funktionen, die sich als
Q,,-Schaltkreis mit maximal t(n) Gattern realisieren lassen, fiir n gegen unendlich gemaf3
obigem Lemma durch

nll>r(l>lo F(n,t(n),d(n),m(n))

beschrankt. Damit lasst sich eine Grof3e t(n) abschétzen, mit der gilt, dass die Wahrschein-
lichkeit, dass jede Q,-Realisierung einer zufallig gewéhlten Funktion f € B, mehr als t(n)
Gatter benotigt, fiir wachsende n gegen 1 konvergiert. Das nachfolgende Theorem liefert
die entsprechend verallgemeinerte Fassung von Shannons unterer Schranke.
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Beweis. Seien x,d,m : N — N* monotone Funktionen, fiir die ein n, € N mit d(n,) > 2
existiert. Der Ubersichtlichkeit halber seien im Folgenden x = x(n), d = d(n), m = m(n)
und t = 27 Gemil Lemma 3.10 gilt

F(n,%,d,m) F(n,t,d,m F(n,t,d,m
lim In————= = lim lnM < lim lnM
TN o N T B, S e (B,
n n n
. mt . odt . t(d—1)~t—% et
= lim In
n—oo 22n

= nl_i)ngot-ln(m)+dt-ln(2)+((d—1)-t—%)-ln(t)+t—2”-ln(2)

< lim t-ln(m)+dt-In(2)+(d—1) -t -In(t)+t—2"-In(2)

n—oo

= lim ¢ [1n(m)+d n(2) + (d—1)-In(t) + 1]—2n 1n(2)

= lim z. [ln(m)+ d-In(2Q)+(d—1)- ln(%) + 1] —2"-1n(2)

n—oo x
~ lim 2" [ln(m) +d-In(2)+(d—1)-(n-In(2) —1In(x)) + 1 B ln(Z)] .
n—oo X
In(2)-d - 1
Fiir eine positive Konstante C € R mit 0 < C < In(2) und x = n(2)-d Cn+ n(m) folgt
daraus
2" 2"
F\n, Y:d:m) F (”: C - meydnrmey 4> m)
lim In = lim In
n—00 B n—00 Bl
i In(m)+d-In(2)+(d—1)-(n-In(2) —In(x)) + 1 ]
< lim 2"-|C- — In(2
= e [ In(2) - d - n + In(m) n(2)
i In(m)+d-n-1n(2) ]
< lim 2"-|C- — In(2
= nhoo [ In(2)-d - n+1In(m) n(2)

= lim 2"-[C — In(2)]
n—oo
= —OQ.

Somit gilt auch

211
F (”’ C - a4 m)
lim =0
I B.]

und die Behauptung des Theorems ist fiir den Fall C > 0 und die oben gewahlte Funktion
d bewiesen. Fiir den Fall C = 0 und obiges d folgt die Behauptung aus Beobachtung 3.3.
Fiir den Fall C € R mit 0 < C < In(2) und eine monotone Funktion d : N — N*, fiir die
kein ny € N mit d(n,) > 2 existiert, folgt die Behauptung aus Beobachtung 3.5.

[9, S.64] O
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4 Eine obere Schranke durch Multiplexer

In diesem Abschnitt soll der |Jjjjillgrofler Multiplexer auf die Komplexitdt boolescher
Funktionen untersucht werden. Konkret soll gezeigt werden, dass die Nutzung von Multi-
plexern mit d(n) Steuereingéngen, fiir eine monoton wachsende und unbeschrinkte Funk-
tion d : N* — N* mit d(n) < n, die Realisierung jeder beliebigen maximal n-stelligen
Funktion in Form eines Schaltkreises mit

2n+1

(1 + 0(1)) ' 2d(n) . (n — d(n))

Gattern erlaubt. Die Vorgehensweise folgt dabei dem Beweis eines Satzes aus dem Skript
Boolean Circuit Complexity von [Jjj[(10]. Dieser Satz besagt, dass sich jede n-stellige boo-

lesche Funktion als (IB%IB%2 u {0, 1})—Schaltkreis mit O (%) Gattern darstellen lasst. Um dies

zu zeigen, wahlt [} (IB%BZ U {0, 1}) als Basismenge und schitzt zum einen die maximale
Grof3e fiir den Schaltkreis einer (n — k)-stelligen Funktion ab und zum anderen die Grol3e
eines Schaltkreises fiir die Menge aller k-stelligen booleschen Funktionen. Weiterhin zeigt
Il ic sich durch geschickte Wahl des Parameters k daraus ein Schaltkreis mit O (%)
Gattern konstruieren lasst [10, S.3].

In Anlehnung an diese Beweisidee gliedert sich dieser Abschnitt in drei Teile. Zunachst soll
jeweils die Anzahl an Multiplexern mit d Steuereingdngen (d-Multiplexer) ermittelt wer-
den, die notwendig ist, um einen n-Multiplexer beziehungsweise einen Schaltkreis fiir die
Menge aller n-stelligen Funktionen zu konstruieren. Aufbauend auf den Ergebnissen die-
ser beider Teilabschnitte soll anschlielend, dem Beweis von Pe’er folgend, ein Schaltkreis
fiir eine beliebige n-stellige Funktion konstruiert und ein Parameter k ermittelt werden,
mit dem sich fiir diesen Schaltkreis eine Grofde von

2n+1

(14+0(1))- 2d(M) . (n—d(n))

Gattern ergibt.

Um jedoch die Zusammensetzbarkeit von Multiplexern untersuchen zu konnen, muss der
oben intuitiv benutzte Begriff des Multiplexers zunichst noch formaler gefasst werden.

Definition 4.1. Es sei dec : U B" — N definiert als

neN*
n
— i—1
dec(xy,...,x,) = E xj- 27
=1

Definition 4.2. Fiir n € N* ist ein n-Multiplexer eine boolesche Funktion f : B" x B*' — B,
fiir die gilt

Weiterhin bezeichnet mux, einen n-Multiplexer.
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Bei einem n-Multiplexer mux,(sy, ...S,, 4, ---, @on) handelt es sich folglich entsprechend
der Intuition um eine (2" + n)-stellige Funktion, die fiir Steuerwerte s, ...,s,, € {0,1} und
Datenwerte @y, ...,asn € {0,1} den Datenwert age(s, .. s.)+1 annimmt, dessen Index durch

den Vektor (s, ...,s,) kodiert wird. Folglich lasst sich jede n-stellige Funktion f € B®"
durch einen n-Multiplexer realisieren, der fiir die Steuereingénge s, ...s,, den Datenwert
f(s1,.-.,s,) durchschaltet.

Beobachtung 4.3. Sei n € N* und f € B®', dann ldsst sich f wie folgt unter Verwendung
eines n-Multiplexers sowie der Konstanten 0 und 1 darstellen
f(xq,0x,) = mux,(xy,...,x,, f(0,...,0),...f(1,...,1)).
Folglich lédsst sich auch jede maximal n-stellige Funktion f € B, durch einen n-
Multiplexer sowie die Konstanten O und 1 realisieren. Es reicht aus, in der Konstruktion

aus Beobachtung 4.3 die nicht benotigten Steuer- und Dateneingédnge des Multiplexers auf
0 zu setzen.

Beobachtung 4.4. Seien m,n € N* mit m < nund f € B®", dann ldsst sich f wie folgt unter
Verwendung eines n-Multiplexers sowie der Konstanten O und 1 darstellen
f(xq,ex,) = mux,(xq,...,X,,0,...,0, £(0,...,0),..., f(1,...,1),0,...,0).
n—m on_om
Diese Konstruktionen alleine erlaubt es jedoch lediglich mittels eines n-Multiplexers
Funktionen der Stelligkeit kleiner gleich n zu konstruieren. Um mit Hilfe der Beobach-
tungen 4.3 und 4.4 Schaltkreise fiir Funktionen groRerer Stelligkeit angeben zu konnen,

ist es notwendig die Zusammensetzbarkeit grol3erer Multiplexer aus kleineren zu untersu-
chen.

Lemma 4.5. Seien n, m € N*. Dann handelt es sich bei der Funktion

R(S1, ees Spms> Q15 oo Qognim) = MUX(Spi1s eoor Sy MUX(S15 005 Sy A1y eeey Aon)y ees
muxn(sl, cees S a(zm_l).2n+1, veey a2n+m))

um einen (n + m)-Multiplexer.

Beweis. Seien n,m € N* und h wie im Lemma definiert. Seien weiterhin sy, ...,S,4n,
a,...,aom+n € {0,1}. GemaR Definition 4.2 handelt es sich bei h genau dann um einen
(m + n)-Multiplexer, wenn gilt
h(sl:"'asm—i-n: al:"-:a2m+”) = adec(sl,...,sm_,_n)—i-l'

Seien S, = ($1,..551)s S = (Sni1s -+ Spam) SOWiE A 1= (a(j_1).2n415 - jgn) flir alle
je{1,...,2™}. Gemal} Definition 4.2 gilt damit

h(Sl, ceosSnams A1s eees a2n+m) = h(Sn,Sm, Al’ ...,Azm)

= mux,,(S,,, mux,(S,,A1),...,mux,(S,,Am))

muxn(’sm Adec(Sm)+1)

= muxn(sn: adec(Sm)-2”+1a SAE] adec(Sm)-2”+2”)

= Qdec(S,,)-2n+dec(Sy)+1
= Qdec(S,,S)+1
= adec(sl ..... Snm)+1

Somit handelt es sich bei h um einen (n + m)-Multiplexer. O
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Ein (d + m)-Multiplexer lasst sich also 0.B.d.A. aus einem m-Multiplexer und 2™ d-
Multiplexern aufbauen. Durch induktive Fortsetzung dieses Vorgehens und d = m wird
klar, dass sich aus einem d-Multiplexer jeder groldere Multiplexer zusammensetzen lasst,
dessen Anzahl an Steuereingdngen einem Vielfachen von d entspricht. Die exakte Anzahl
an d-Multiplexern, die fiir die Konstruktion eines (q - d)-Multiplexers noétig ist, liefert das
nachfolgende Lemma.

q-d

Lemma 4.6. Fiir q,d € N* ldsst sich ein (q - d)-Multiplexer aus d-Multiplexern

2d —1
gusammensetzen.

Beweis. Der Beweis erfolgt per Induktion {iber q. Sei d € N*.
qd _

Induktionsanfang: Fiirq =1 gilt a1 1.

Induktionsannahme: Es existiert ein ¢ € N*, fiir das sich ein (q - d)-Multiplexer aus
2q-d _

2d —1

d-Multiplexern zusammensetzen lasst.

Induktionsschritt: Es sei angenommen die Induktionsannahme gilt fiir ¢ € N*. Ge-
miR Lemma 4.5 lisst sich ein ((q + 1) - d)-Multiplexer aus einem d-Multiplexer und 2¢
(q - d)-Multiplexern konstruieren. Somit lasst sich ein ((q + 1) - d)-Multiplexer aus insge-
samt

294 —1 2latl)d _od 4 od _q 2latd _q
1+ 24 = =
24 —1 24 —1 24 —1

d-Multiplexern zusammensetzen.

2(q+1)~d -1
Folglich lésst sich fiir alle q,d € N* ein (q - d)-Multiplexer mittels i 1 d-
Multiplexern realisieren.

Boolesche Funktionen der Stelligkeit n = q-d + r mit 0 < r < d lassen sich nach
Lemma 4.5 durch einen r-Multiplexer und 2" (q - d)-Multiplexer realisieren. Lemma 4.6
gibt Aufschluss tiber die Anzahl an d-Multiplexern, die fiir die Konstruktion eines einzelnen
(q - d)-Multiplexers benotigt werden. Fiir die Konstruktion eines r-Multiplexers geniigen
hingegen ein einzelner d-Multiplexer sowie die Konstante O, denn es reicht aus, die nicht
benoétigten Steuer- und Dateneingédnge auf O zu setzen. Das nachfolgende Korollar 4.9
bietet eine formalere Abschiatzung der Anzahl an d-Multiplexern, die fiir die Realisierung
eines n-Multiplexers notig ist. Zuvor soll jedoch eine Notation eingefiihrt werden, die die
Darstellung der nachfolgenden Schranken vereinfacht.

Definition 4.7. Fiir d € N*, sei ry : R} — N definiert als

= o[ 4]

Beobachtung 4.8. Seien n,q,r e Nundd e N*mit 0 <r <d und n=q-d +r. Dann gilt
r =ry(n).
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Korollar 4.9. Seien n,d € N* mit n > d, dann ldsst sich ein n-Multiplexer als {mux4,0}-
n_orq(n)

. . . .. . n_orq(n)
Schaltkreis mit maximal i 1 + 2 Gattern realisieren (darunter maximal 2 2dz_dl

+1

mux 4-Gatter).

Beweis. Seien n,d € N* mit n > d. Es gibt eindeutige q,r € Nmit g > 1 und r < d, fiir die
n =q-d +r gilt. Zusatzlich gilt nach Beobachtung 4.8, dass r = r(n). Falls r = 0 folgt die
Behauptung aus Lemma 4.6. Daher sei fiir den weiteren Beweis r > 0 angenommen.

Ein r-Multiplexer lasst sich mit Hilfe eines mux;-Gatters sowie der Konstante O realisie-
ren, denn es gilt

MUX,(S1,00sSp, AqyeeesAor) = muxgy(sq,...,s,,0,...,0, a,...,dasr,0,...,0).
S~—— S~——
d—r 2d—or

Weiterhin lésst sich ein n-Multiplexer gemaf Lemma 4.5 aus einem r-Multiplexer und
2" (g - d)-Multiplexern zusammensetzen. Nach Lemma 4.6 benétigt die Realisierung ei-

qd _1q
nes (q - d)-Multiplexers Y mux 4-Gatter. Der resultierende Gesamtschaltkreis besteht
folglich aus

2q-d -1 2q~d+r —9or on _ 2rd(n)

1+ 2" =14 — =14+ —-

2d —1 2d—1 2d —1

mux-Gattern sowie aus der Konstante 0. [
on _ora(n)

Nachdem nun feststeht, dass +1 d-Multiplexer geniigen, um jede beliebige n-

d_
stellige Funktion zu konstruieren, %telltlsich —wie zu Beginn dieses Abschnitts besprochen —
die Frage wie viele d-Multiplexer notig sind, um alle booleschen Funktionen der Stelligkeit
n in Form eines einzelnen {mux , 0, 1}-Schaltkreises zu realisieren. Dabei soll zunichst die
Konstruktion eines Schaltkreises fiir alle (q - d)-stelligen Funktionen untersucht werden,

bevor das Resultat auf die Menge der n-stelligen Funktionen verallgemeinert wird.
Lemma 4.10. Fiir q,d € N* ldsst sich B2 als ein {mux,4,0,1} Schaltkreis mit maximal

9274

2274 +6

2(g+1)-d
Gattern realisieren.

Beweis. Sei d € N*. Der Beweis erfolgt per Induktion iiber gq.

Induktionsanfang: Da der Induktionsschritt voraussetzt, dass die Behauptung fiir al-
le ¢ € N* mit g < 3 gilt, sollen diese drei Fille zun4chst untersucht werden.

1. Fall: gq=1

Unter Verwendung der kanonischen Form aus Beobachtung 4.3 lasst sich BE als
{mux,4,0,1}-Schaltkreis mit 22! 1 2 Gattern realisieren und fiir q=1gilt

29d

S@rDd + 6.

2d Zd 1 _ zqd 1 _ qu
2 +2 < 2 (1+27)+6 = 2 (1+—2(q+1)d)+6 = 2 +
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2.Fall: g=2
BE*' lisst sich unter Verwendung des Schaltkreises fiir BB’ ebenfalls gemal} der

Konstruktion aus Beobachtung 4.3 realisieren. Seien f € BE* und a;(X1, . Xg) =
f(dec™ (i—1),x1,...,x4) € BB fiiri € {1,...,24}. Dann gilt

f(xl,...,de) = mux(i(xl,...,x(i, al(Xd+1,...,de),.--,azd(Xd+1,...,de))

Folglich benotigt die Realisierung einer einzelnen (2d)-stelligen Funktion ein zuséatzliches
mux 4 -Gatter. Demnach benoétigt der resultierende {muxy,0,1}-Schaltkreis zur Realisie-

rung aller (2d)-stelligen Funktionen 22" zusitzliche mux,-Gatter. Somit besteht er insge-
2

samt aus maximal Z 22" 1 2 Gattern. Fiir g =2 und d =1 folgt damit
j=1

2¢-d
+6

2

2/ _ _ 5244
21:2 +2=22<24=2""+ o
J_

und fiir d > 2 folgt

2
D1 o = 2% 0¥ 4o < 2P 2By o 92 92
=1
9214 il 6
< + 5ma e
3.Fall: ¢q=3

Der Fall ¢ = 3 verlauft weitgehend analog zum Fall ¢ = 2. Fiir die Konstruktion von BE™
lasst sich der 3Schaltkreis fur IB%BZd verwenden. Der resultierende Gesamtschaltkreis besteht

folglich aus Z 22" 1 2 Gattern. Fiir g=3undd =1 gilt
=1

3 ) 2q-d
D240 = 278 = 22"+
j=1

2(q+1)d +6

und fiir d > 2 gilt

3
2221'd+2 < 928 922041 o 923 | 52241429 4d

j=1
20:d

3d 3d -d
< 220 42 d o 9277 +6

2(g+1)-d )

Induktionsannahme: Es existiert ein ¢ € N* mit q > 3, fiir das sich BB als {mux4,0,1}-
20°d

Schaltkreis mit 22" + + 6 Gattern realisieren lasst.

2(q+1)d

17



Induktionsschritt: Es sei angenommen die Induktionsannahme gilt fiir ¢ € N* mit

q = 3. BE“™ 1asst sich unter Verwendung des Schaltkreises fiir BE als {mux,,0,1}-

. . (g+1)d T ..
Schaltkreis mit 22 zusatzlichen mux;-Gattern realisieren. Als Gesamtgatteranzahl er-
gibt sich folglich

2¢-d

22q'd+ +6+22(‘I+1)'d < 22‘1'd+1+22(q“)'d _ 22q‘d+1+(q+2)-d—(q+2)-d_|_22(q“)'d

2(g+1)-d
2D

< 22(‘1+1)'d_(q+2).d+22(¢1+1)'d < 22(Q+1)'d 16
2(q+2)-d )

Somit gilt die Behauptung fiir alle q,d € N*. O

29°d

Es geniigen folglich 22 4 + 6 mux;-Gatter um die Menge aller (q - d)-stelligen

2(q+1)-d
Funktionen in Form eines {mux,,0, 1}-Schaltkreises zu realisieren. Eine dhnliche obere
Schranke lasst sich fiir die Menge der (q - d + r)-stelligen Funktionen mit 0 < r < d

angeben, deren Stelligkeit nicht durch d teilbar ist.

Lemma 4.11. Fiirq,d,r € N*mit 0 < r < d ldsst sich BB als ein {mux,4,0, 1}-Schaltkreis
mit maximal

q-d+r
oq-d+r 22

2q-d+2r +22

Gattern realisieren.

Beweis. Seien q,d,r € N* mit 0 < r < d. Gemdald Lemma 4.10 lasst sich BB als
24d

d
{mux,4,0,1}-Schaltkreis mit maximal 227 4 + 6 Gattern realisieren. Durch die

2(q+1)d
Konstruktion aus Beobachtung 4.4 und den Schaltkreis fiir BE' lasst sich folglich ein
{mux,4,0, 1}-Schaltkreis fiir BB " mit maximal

d+ d 204 d+ d
227 4 0270 4 Saa o < 227 4 02741 1 g
ogq-d+r
d
Gattern konstruieren. Es bleibt nun also noch 22“*1 < Sqdiar + 16 zu zeigen. Fiir
g=r=1undd =2 gilt
sady oq-d+r
2 = 32 = + 16.
2q-d+2r

18



Weiterhin ist die Differenz der Exponenten der rechten und den linken Seite der Unglei-
chung streng monoton steigend, denn es gilt

0,(294*" —q-d—2r — 299—-1) = 29" .In(2)-d — d — 27%-In(2)-d
=d-(299-1n(2)- (2" —1)—1)
> 0,

0y (20T —q-d—2r — 209—1) = 2997 .In(2)-q — ¢ — 299 -In(2) - q
= q-(2¢4-In(2)- (2" —1)—1)

> 0,
o,(29r —q-d—2r — 209—1) = 2047 .In(2) — 2
> 0.
2q-d+r p
Damit ist auch die Differenz Sqdiar +16 — 2271 streng monoton steigend und es folgt
oq-d+r

fiir alle q,d,r € N* mit 0 < r < d die Ungleichung 92741 < Sqdiar +16. Damit gilt auch

d+ d 204 d+ d 204

22 422 4 +6 < 227 42246 < +22

2(q+1)d 2q-d+2r

und die Behauptung des Lemmas ist fiir alle q,d, r € N* mit 0 < r < d gezeigt. ]

Soll ein {mux, 0, 1}-Schaltkreis fiir die Menge der n-stelligen booleschen Funktionen

konstruiert werden und ist n = q - d ein Vielfaches der Anzahl an Steuereingéngen d der
2Tl
+6

zur Verfiigung stehenden Multiplexer, so geniigt folglich die Verwendung von 22"+ —

mux;-Gattern. Gleichzeitig sind fiir eine Stelligkeit n = q-d + r mit 0 < r < d, die nicht
2Tl

durch d teilbar ist, maximal 22" + + 22 mux;-Gatter notwendig.

271

on+rg(n)

no 2
Somit ldsst sich in beiden Fillen eine obere Schranke von 22" + Py + C angeben, wobei

es sich bei C beides mal um eine asymptotisch zu vernachlissigende Konstante handelt.
Asymptotisch relevant ist jedoch der Faktor x, der jeweils auf d beziehungsweise r;(n) zu
setzen ist. Grund dafiir ist, dass d — wie zu Beginn des Abschnitts besprochen — letztendlich
durch eine monoton wachsende und unbeschriankte Funktion d(n) ersetzt werden soll. Im
21’1
Falle eines Vielfachen n von d als Stelligkeit teilt sich somit der zweite Summand e durch
24 ansonsten lediglich durch 24, Um jedoch die Anzahl an Gattern abschitzen zu kon-
nen, die fiir die Realisierung von B®" mit beliebigem n € N notwendig ist, muss fiir beide
Fille eine gemeinsame obere Schranke gefunden werden. Diese liefert das nachfolgende
Korollar.

Korollar 4.12. Fiir n,d € N* ldsst sich @ ols ein {muxy, 0, 1}-Schaltkreis mit maximal

2Tl 22n
2% + + 22
on+7d (n)+(2_rd (n)-d_o—d )-d

Gattern realisieren.
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Beweis. Seien n,d € N*, dann gibt es eindeutig bestimmte q,r € Nmit r < d und n =
q-d+r. Fir r = 0 lasst sich B®" gemiR Lemma 4.10 als {muxg,0, 1}-Schaltkreis mit

29d
d
maximal 22" + eI + 6 Gattern realisieren und es gilt
2q'd 22q.d on 22n on 22n
2 + 2(g+1)-d +6 = 27 + on+d +6 = 27 + on+r+2-rd.d +6
2n 21
< 274 2 +22 = 22"+ = +22
on+r+27md.d—2-d.d 2n+r+(2—r'd—2—d)~d
oo 22"
= 2 + +22.

ontTd (n)+(2_rd (n)d_o—d )-d

Fiir r > 0 lasst sich B®" gemaR Lemma 4.11 als {muxy,0, 1}-Schaltkreis mit maximal

d+ 22q.d+r
22! + 22 Gattern realisieren und es gilt
2q-d+2r
2q-d+r on on
2q‘d+r 2 on on
+ +22 = 2 + +22 < 27 + + 22
2g-d+2r ntr 2n+r+(2—r'd—2—d)-d
" 22"
= 2% + +22.
2n+rd(n)+(2—rd(")'d—2—d)-d
Folglich gilt die Behauptung des Korollars fiir alle n,d € N*. N

Lemma 4.13. Seien n € R} und d € N*, dann gilt

1
ra(n) + (2774 _o=dy. 4 > =,

Beweis. Seien n € Ry und d € N* sowie r = ry(n) € N. Es gilt 4 < % Damit folgt fiir r =0

2d =
—rd _ o—d —d 1 1
r+(274-279).d = (1-27%)-d > (1—5)«1 z 5
und fiirr > 1
r+(2_r'd—2_d)-d > r—2d—d > r—% > %

]

B e
I I D B | NN,
oy

|
l_lmll.ll.
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Beweis. Seien n,k,d € N* mit k,d < n und f € BB eine n-stellige boolesche Funk-
tion. Dann lédsst sich f durch einen (n — k)-Multiplexer und 2" % k-stellige Funktionen

k .
ai,...,d,n—« € B® in der Form

F(xq X)) = MuX_1 (X7, 00 Xpks QX tetis oo X))y oo Aok (Xp—feg1s -er X))

darstellen, wobei fiir alle j € {1, ..., 2" ¥} jeweils

A (X150 Xn) = F(dec™ (= 1), Xyt -es Xp)

gelte. Gemald Korollar 4.9 lasst sich der (n — k)-Multiplexer als {mux,, 0}-Schaltkreis be-
zn—k _ 2rd(n—k)

stehend aus maximal 21 +1 mux,-Gattern sowie der Konstante O realisieren.

Fiir die k-stelligen Funktionen a, ..., ayn—« lasst sich nach Korollar 4.12 ein gemeinsamer

{mux,, 0, 1}-Schaltkreis mit maximal

22 4 2 + 22
2k+rd(k)+(2_rd(k)'d—2—d)-d

Gattern konstruieren. Somit ergibt sich ein {mux,, 0, 1}-Schaltkreis fiir f mit insgesamt
maximal

+ 22+ 2 + 23
2d —1 2k+rd(k)+(2—fd(’<)'d—2—d)-d

2n—k —9ord (n—k)

Gattern. Fiir k =log,(n—d —log,(n—d)) folgt weiter

2n—k _ 2rd(n—k) 22k

k
+ 22 + + 23
2d —1 2k+rd(k)+(2_rd(k)'d—2—d )d
on 2rd(n—k) on
= — +
(24 —-1)-(n—d —log,(n—d)) 2d —1 2d.(n—d)
2Tl
+ 23
24.(n—d)- (n—d —logy(n—d)) - 2ra+@"a®4—2-dyd
2n+1 2rd(n—k)
(21—1)-(n—d—logy,(n—d))  24—1
2" 1
. + 23
2¢-(n=d) (n—d—log,(n—d))-2rat+2a® 270

= I'(n,d).
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Fiir eine monoton wachsende und unbeschrinkte Funktion d = d(n) < n folgt mit Lemma
4.13

linol0 I'(n,d(n)) = lirgo I'(n,d)

2n+1 Zrd(n—k)
= lim —
n—oo |\ 2d.(n—d —log,(n—d)) 2d
+ 2" 1
24-(n=d) (n—d—log,(n—d)). 2ak+C 12704
>1
2n+1 on
< 1 + .
Damit gilt fiir die Abschatzung der Gatteranzahl
2n+1 2n+1 2n+l

n,d) e ————+o|l —— | = (1+0(1)): ——
(nd) € S O(Zd-(n—d)) Qo) =y

und die Behauptung des Theorems ist fiir den Fall f € B®" gezeigt. Angenommen es sei
f €B®" fiir ein m € N mit m < n. Dann sei f’ € B®" mit

FI(X1, o0y Xy Xpa1s oos X)) = f (X7, 000, Xp)-

Anwendung der obigen Konstruktion auf f’ liefert die Behauptung des Theorems fiir den
Fall f € B®". Folglich ist die Behauptung fiir alle f € B, bewiesen. ]

[10, S.3]
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5 Vergleich der unteren und oberen Schranke

Abschnitt 3 und 4 liefern jeweils eine Schranke fiir die Komplexitit n-stelliger boolescher
Funktionen. Jedoch setzen beide Schranken unterschiedliche Eigenschaften der zur Ver-
fliigung stehenden Basisfunktionen voraus, was einen direkten Vergleich erschwert. Um
dennoch einen direkten Vergleich zu erlauben, sollen im Folgenden beide Schranken derart
umformuliert werden, dass sie die selben Voraussetzungen an die zur Verfiigung stehenden
Basisfunktionen stellen.

Seien hierfiir zunachst d, m : N — N* monotone Funktionen sowie C € Rg eine Konstan-
te mit C < In(2). Dann gilt gemaR Theorem 3.11, dass

21’1
. F (”’ C - maram ey 4, m("))
lim =0
n—o00 |Bn|

Sei nun Q, € By, fiir alle n € N eine Menge von insgesamt m(n) booleschen Funk-
tionen mit Aritit kleiner gleich d(n). Dann bedeutet obiges Resultat, dass die Anzahl
der n-stelligen booleschen Funktionen, die sich durch einen Q,-Schaltkreis mit maximal
C- O n)_in e o Gattern realisieren lassen, im Vergleich zu der Anzahl aller n-stelligen
booleschen Funktionen asymptotisch zu vernachléssigen ist. Also konvergiert fiir wach-
sende n die Wahrscheinlichkeit, dass die Realisierung einer zufillig gewahlten Funktion
f € B,, durch einen 2,-Schaltkreis mehr als

2n
¢ In(2)-d(n)-n + In(m(n))

Gatter benotigt, gegen 1.

Zur Betrachtung der oberen Schranke aus Abschnitt 4 seien nun n € N* und d : N* — N*
eine monoton wachsende und unbeschrinkte Funktion mit d(n’) < n’ fiir alle n’ € N*.
Dann lasst sich nach Theorem 4.14 jede maximal n-stellige boolesche Funktion f € B,, als
{mux4(,), 0, 1}-Schaltkreis mit maximal

2n+1

(140(1))- 24 . (n—d(n))

Gattern realisieren.

Das Problem bei einem Vergleich dieser beider Schranken ist, dass ein d(n)-Multiplexer
eine (d(n) + 2d(”))-stellige Funktion und damit {mux,,),0,1} € Bg, ist, wihrend €, C
Bg(n) eine Menge maximal d(n)-stelliger Funktionen ist. Die Losung liefern die nachfolgen-
den Korollare. Da fiir alle n € N* die Anzahl der zur Verfiigung stehenden Basisfunktionen
[{mux,(,),0, 1}|= 3 in Theorem 4.14 konstant ist, wird diese Anzahl in besagten Korollaren
wahlweise als konstant oder beschrankt betrachtet.

Korollar 5.1 (zu Theorem 3.11).
Seien C € Ry mit C < 1 sowie m € N und sei d : N — N* monoton. Dann gilt

. L d(n)
lim Fn, € a2 +d, m) %)0

n— oo |Bn|
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Bei dem nachfolgenden Beweis handelt es sich um eine Abwandlung des Beweises zu
Theorem 3.11.

Beweis. Seien m € N* und x,d : N — N* monotone Funktionen, fiir die ein n, € N mit
d(ny) = 2 existiert. Der Ubersichtlichkeit halber seien im Folgenden x = x(n), d = d(n)
und D = 2¢ 4+ d. GemiR des Beweises von Theorem 3.11 gilt

. F(nJ 2?72d+d:m) . F(n, 2x_n,D, m)
lim In = limln—————
n—o0 |B, | n—00 IB,|

< lim 2". In(m)+D-In(2)+(D—1)-(n-In(2)—1In(x))+ 1 _ ln(Z)]
n— oo i X
i n [In(m)+(2¢+d)-In(2)+(2¢+d—1)-(n-1n(2) —In(x)) + 1
= lim 2"- — In(2)
n—oo | X
[ d . d ‘n-
< lim 2" In(m)+ (2°+d)-In(2)+ (2 +d)-n-In(2)+1 B ln(Z)].
n—oo | X
d .
FiremC€Rmit0<C <1lund x = % folgt daraus
2" 2"
. F n,?,2d+d,m) . F(Tl,C'm, 2d+d, m)
lim In = lim In
n—o00 |Bn| n—0o |Bn|
d . d ..
< lim 2" C.ln(m)—l—(Z +d)-In(2)+(2°+d)-n-In(2)+1 ~ In(2)
n—00 (24+d)-n

< nll)ngo 2m. [C -In(2) — ln(Z)]

= —OQ.

an d
o . . F(Tl, c- (2d+d)-n’ 2°+d, m)
Somit gilt auch lim
n—o00 |Bn|

ist fiir den Fall C > 0, m > 1 und die oben gewdhlte Funktion d bewiesen. Fiir den Fall
C = 0 und obiges d folgt die Behauptung aus Beobachtung 3.3. Fiir den Fall C € R mit 0 <
C < 1 und eine monotone Funktion d : N — N*, fiir die kein ny, € N mit d(n,) > 2 existiert,
folgt die Behauptung aus Beobachtung 3.5. Weiterhin gilt fiir m = 0, dass F(n,t,d,m) =0
fiir alle n, t,d € N. Somit folgt auch in diesem Fall die Behauptung des Korollars. O

= 0 und die Behauptung des Korollars

Korollar 5.2. Seien C € R mit C < 1 sowie m € N und sei d : N — N* eine monoton
wachsende und unbeschrdnkte Funktion. Dann gilt

F(n, (1+0(1))-C-=2—, 24 4 d(n), m)

) d()?
lim 270 = 0.
n— o0 |Bn|
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Beweis. Seien C € Rg mit C < 1 sowie m € N und sei d : N — N* eine monoton wachsende
und unbeschrankte Funktion. Gemaf3 Korollar 5.1 gilt

L2 9dn)
. F(n, C TLOFFTENEL 24 4+ d(n), m)
lim = 0.
n— 00 |Bn|
Weiterhin gilt
L C 2" 2" - i 29 +d(n) )
ey 2d(n) . p [2d(M) +d(n)]-n S 2d(n) o

Daraus folgt

C- = € (1+o(1))-C-2—n
[2d(M) 4+ d(n)]-n 2d(m) . n
und
F(n, (1+0(1)C- 52, 29 +d(n), m)
lim - = 0.

n— oo |Bn|
U]

Korollar 5.3. Seien C e R,m € Nmit 0 < C < 1 sowie m : N —» N mit m(n) < m fiir alle
n € N und sei d : N — N* eine monoton wachsende und unbeschrdnkte Funktion. Dann gilt

F(n, (1+0(1)-C- 32—, 290 +d(n), m(n))

lim =0
n—o00 | Bn|
Beweis. Die Aussage des Korollars folgt aus Korollar 5.2 und Beobachtung 3.6. O

Korollar 5.4 (zu Theorem 4.14).
Seien n € N* und d : N* — N* eine monoton wachsende und unbeschrdnkte Funktion mit
d(n) < n, dann ldsst sich jede n-stellige boolesche Funktion f € B, als {mux4),0,1}-
Schaltkreis mit maximal

n+1

(1 +0(1))'m

Gattern realisieren.

Beweis. Seien n € N* und d : N* — N* eine monoton wachsende und unbeschrankte Funk-
tion mit d(n) < n, dann lasst sich nach Theorem 4.14 jede n-stellige boolesche Funktion
f € B, als {muxy), 0, 1}-Schaltkreis mit maximal

2n+1

A+ S = ao)
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Gattern realisieren. Mit C(n) € (1 + o(1)) gilt weiterhin

. on+l on+l ! 240 (n—d(n))
A C(n) - —5es—- [C(”)' 2d(m) - (n—d(n))] R TOR
2d(n) . _— 9od(n), d(n)
= lim = L
n— o0 2d(n) ‘h
Damit folgt
2n+1 2”+1 on+l 2ntl
1 1)) - = (1 1)) -
( + O( )) 2d(n) . (Tl— d(n)) ( + O( )) (Zd(n) ‘n + 2d(n) . (n _d(n)) 2d(n) . n)
2n+1 n+1
= (1+0(1))-(m+0(1)) C (1+0(1))'(1+0(1))'2d(n—).n
n+1 n+l

= (1+2-0(1)+0(1)%)- = (1+0(1))-

2d(n) . n 2d(n) .’
Somit lésst sich jede n-stellige boolesche Funktion f € B, als {mux,,0, 1}-Schaltkreis

mit maximal
n+1

(1+0(1))- 240

Gattern realisieren. ]

Zum Vergleich beider Schranken seien nun C € Rf,m € Nmit C <1und m: N — N
eine durch m beschriankte Funktion sowie d : N — N* eine monoton wachsende und
unbeschrankte Funktion mit d(n) < n. Dann gilt nach Korollar 5.3

F(n, (1+0(1)-C- 32—, 290 +d(n), m(n))

lim = 0.
n—oo |Bn|

Sei nun (£2,,),ey €ine beliebige Folge jeweils B,-vollstandiger Funktionsmengen mit der
fir alle n € N gilt, dass Q,, € Byd(m)4(,) und dass |Q2,|< m. Dann bedeutet obiges Resultat,
dass fiir n gegen unendlich die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufillig gewahlte Funktion
f € B, eine Komplexitit Cq (f) mit

n
Ca,(f) > (1+0(1)C =
hat, gegen 1 konvergiert. Dies gilt insbesondere fiir die Wahl Q, = {0,1} und Q, =
{muxy(,),0,1} fiir alle n € N*. Gleichzeitig ldsst sich nach Korollar 5.4 jede maximal n-
stellige boolesche Funktion durch einen {mux(,), 0, 1}-Schaltkreis der Gréf3e
n+1

(1 +0(1))'m

realisieren. Flir wachsende n konvergiert somit die Wahrscheinlichkeit, dass eine zufallig
gewahlte Funktion f € B,, eine Komplexitit C, (f) mit

2" ' 2"
20 < Co(f) = (I+o0(1))-2- 2
hat, gegen 1. Da 0 < C < 1, sind folglich die Konstruktion aus Theorem 4.14 sowie die
Wahl der Basismengen Q, = {0,1} und Q; = {muxy(,),0,1} fiir alle i € N* asymptotisch
betrachtet im Wesentlichen optimal bis auf den Faktor 2. Das Gleiche gilt fiir die beiden
Schranken aus den Theoremen 3.11 und 4.14.

(1+0(1))-C-
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6 Weiterfuhrende Fragestellungen

Aus den in den vorangegangenen Abschnitten vorgestellten Ergebnissen ergeben sich wei-
tere Fragestellungen, die sich als Gegenstand zukiinftiger Arbeiten anbieten und darum
im Folgenden aufgefiihrt werden sollen.

Die vorgestellten unteren und oberen Schranken fiir die Komplexitit boolescher Funk-
tionen verwenden als Komplexitdtsmal} allesamt die Anzahl an Gattern, die eine minimale
Schaltkreisrealisierung aufweisen wiirde. Es existieren jedoch auch andere Mal3e fiir die
Komplexitédt einer booleschen Funktion, beispielsweise die Messung des ldngsten Pfades
in einem realisierenden Schaltkreis [12, S.9], [6, S.159] oder die Messung der Anzahl an
Kanten in dem entsprechenden Graphen. Eine jeweilige untere Schranke konnte iiber eine
Abwandlung des Abzihlarguments aus Theorem 3.11 berechnet werden und eine obere
Schranke iiber eine Abschitzung der Tiefe beziehungsweise der Anzahl an Verbindungen
in der Konstruktion aus Theorem 4.14.

Im Rahmen einer Untersuchung der Anzahl an Kanten wiirde es sich ebenfalls anbieten,
die Anzahl an Kanten der Konstruktion aus Theorem 4.14 zu untersuchen, die sich in
einer ebenen Darstellung schneiden. Fiir eine untere Schranke an die Anzahl der Kanten
ware zu priifen, ob sich diese auch in Abhéngigkeit der Anzahl an schneidenden Kanten
formulieren lief3e.

Zusétzlich lieSen sich samtliche bisher aufgefiihrte Fragestellungen auch fiir eine Teil-
klasse der booleschen Funktionen formulieren, beispielsweise fiir die Klasse der symme-
trischen [6, S.4] oder der monotonen [6, S.8] Funktionen. Interessant wéare hierbei zu
sehen, ob sich durch die Untersuchung einer Teilklasse der booleschen Funktionen die
oben erwdhnten Schranken aufgrund der zusétzlichen Eigenschaften verbessern liel3en.

Ebenso liel3en sich sdmtliche Fragestellungen auch auf mehrwertige Logiken verallge-
meinern. Hierfiir wiirde es geniigen statt booleschen Funktionen Funktionen der Form
f :{0,..,N —1}" — {0,..,N — 1} fiir ein N € N mit N > 2 zu betrachten. Da-
bei konnte N zum einen durch einen konkreten Wert ersetzt werden, was es beispiels-
weise im Falle von N = 3 erlauben wiirde, Eigenschaften der dreiwertigen Funktionen
f :{0,1,2}" — {0,1,2} ausnutzen. Zum anderen konnte auch ein beliebiges N € N mit
N > 2 gewahlt werden um noch allgemeinere Resultate zu erzielen.

Als letzte und wohl interessanteste Fragestellung bliebe die empirische Priifung der Op-
timalitdt der Konstruktion aus Theorem 4.14. Dafiir wiirde es sich anbieten eine monoton
wachsende und unbeschrankte Funktion d : N* — N* mit d(n) < n, eine endliche Menge
von Arititen A C N* sowie fiir jedes n € A eine endliche Menge von Funktionen F, C B®"
zu wahlen und anschliel3end fiir jedes n € A und jedes f € F, den kleinsten bekannten
B,-Schaltkreis fiir f mit dem {mux ), 0, 1}-Schaltkreis aus Theorem 4.14 fiir f hinsicht-
lich ihrer Grol3e zu vergleichen. Um moglichst gute Erkenntnisse iiber die Effizienz der
Konstruktion aus Theorem 4.14 zu erhalten, wire es hierbei wichtig die Funktionsmengen
F, so zu wihlen, dass fiir alle n € A\ {max(A)} die Menge F,,, genau die (n + 1)-stelligen
Verallgemeinerungen der Funktionen aus F,, enthélt. Falls F,, eine n-dre Konjunktion ent-
hélt, sollte F,,; beispielsweise eine (n + 1)-dre Konjunktion enthalten. Weiterhin sollten
die Funktionsmengen F,, aus Funktionen bestehen, die zum einen hinreichende Anwen-
dung in realen Schaltkreisen finden und zum anderen ausreichend untersucht sind, damit
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kleine B,-Schaltkreise fiir ihre Realisierung bekannt sind. Daher ware eine Moglichkeit fiir
die Wahl von A, F,, und d

d(n) = log,n,
A = {2223 ..,25Y=1{4,8,...,64},

F, = {Th% ., Th" Maj,, Mod’

foy TR o Sy PRIME,, ®,, Ay, Vo } € B,  firneA.

Dabei bezeichnen Th} die Schwellwertfunktion (engl. threshold function), Maj, die Mehr-
heitsfunktion (engl. majority function), Mod,' die Modulofunkion, PRIME,, die Primzahl-
funktion, @, die Paritdtsfunktion sowie A, und V, jeweils eine n-dre Konjunktion bezie-
hungsweise Disjunktion [6, S.4].
Fiir die Konstruktion eines noch realistischeren Szenarios wére es auch moglich die Funk-
tionsmengen F, aus einer realen Benchmark Suite fiir FPGAs oder integrierte Schaltkreise
herzuleiten [8], [7], [5].

Es ergeben sich somit aus den Ergebnissen dieser Arbeit einige weitere Fragestellungen,
die es Wert sind naher untersucht zu werden.
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